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Einleitung

In dieser Arbeit werden einige einfache und exemplarische quantenoptische
Systeme mit Methoden der mathematischen Physik untersucht.

Input-Output—Systeme

In vielen Experimenten der Quantenoptik hat man es mit Versuchsanord-
nungen zu tun, die die Form eines Input-Output-Systems

Input-Kanile — — Output-Kanéle

haben. Dabei wird die betrachtete Anordnung optischer Instrumente — Strahl-
teiler, Interferometer, optische Hohlrdume usw. — und das elektromagnetische
Feld zwischen ihnen zusammenfassend als ,,System* bezeichnet; die Input-
und Output-Kanile sind in der Regel das freie elektromagnetische Feld, wel-
ches das System umgibt.

Ein solches System kann unter drei verschiedenen Gesichtspunkten be-
trachtet werden:

1. Zum einen kann man das System als optisches Instrument ansehen.
In dieser Betrachtungsweise hat der Experimentator den Input unter
Kontrolle und eine theoretische Beschreibung des Systems soll die Fra-
ge beantworten, zu welchem Output ein gegebener Input fiihrt. Ein
einfaches Beispiel fiir diese Sichtweise ist ein Frequenzfilter: Man fragt
sich, wie der Filter einen bekannten Input modifiziert, etwa um den
modifizierten Strahl dann als Input eines weiteren Experiments zu ver-
wenden.

2. In einer anderen Situation kann das System Objekt der Messung sein.
In diesem Fall mufl wieder der Input préapariert werden, und man will
aus dem gemessenen Output auf den Zustand des System (oder das
System beschreibende Parameter) zuriickschliefen. Der Input ist also
gewissermaflen der Abtaststrahl, mit dem das System untersucht wird.
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3. SchlieBlich kann man auch das System als Mefigerdt ansehen. Dazu muf3
man den Zustand des Systems praparieren konnen. Der Input ist dann
das zu untersuchende Objekt. Die theoretische Beschreibung sollte es
dann ermoglichen, vom gemessenen Output auf den Input zuriickzu-
schliefen. Ein Interferometer ist ein einfaches Beipiel fiir diese Sicht-
weise.

Zur Beschreibung derartiger Systeme im Rahmen der Quantenoptik wur-
de von GARDINER und COLLET der Input-Output—Formalismus entwickelt
(siehe [3, 1]). Das betrachtete System wird auf die in der Quantenoptik iibli-
che Weise beschrieben: Der System-Hilbertraum ist der symmetrische Fock-
raum F(H) iber dem Testfunktionenraum H der zuldssigen Moden des
elektromagnetischen Feldes. Motiviert durch einige phinomenologische Uber-
legungen wird ein Hamilton-Operator angesetzt. Die Losung der Heisenberg-
schen Bewegungsgleichung erméglicht es dann, eine Beziehung zwischen den
Observablen des Input- und des Output-Feldes herzuleiten und somit die Er-
wartungswerte dieser aus der Kenntnis jener vorherzusagen. Das Standard-
beispiel fiir den Input-Output—Formalismus ist der offene eindimensionale
Hohlraumresonator (Abb. 1, S. 7): Input- (bzw. Output-) Kanile sind die
einlaufenden (bzw. auslaufenden) elektromagnetischen Wellen, das System
ist das Feld im Hohlraum.

In der physikalischen Literatur zur Quantenoptik wird fast ausschliellich
der Fockraum-Formalismus verwendet, er umfafit jedoch bei weitem nicht
alle Phanomene, die ein quantenoptisches System zeigen kann. Als ein ge-
eigneterer Rahmen zur Beschreibung quantenoptischer Systeme hat sich die
operatoralgebraische Formulierung der Quantenmechanik erwiesen.

Operatoralgebraische Quantenmechanik

In der traditionellen Quantenmechanik ist der erste Schritt bei der Beschrei-
bung eines Systems die Angabe des System-Hilbertraums H. Die Observablen
des Systems sind dann durch die selbstadjungierten Operatoren auf H, die
Zustdnde durch die Spurklasseoperatoren auf H gegeben. Die Zeitentwick-
lung eines Systems wird (im Schrodingerbild) durch eine unitéire Gruppe auf
‘H beschrieben. Der Erwartungswert der Messung einer Observablen A im
Zustand p wird durch Spurbildung berechnet und ist gegeben durch tr(pA).

Die operatoralgebraische Beschreibung geht dagegen von den Observablen
aus, die rein algebraisch durch ihre Vertauschungsrelationen charakterisiert
werden und eine Operatoralgebra bilden. Die Zustédnde des Systems werden
dann durch die normierten positiven linearen Funktionale auf der Observa-
blenalgebra beschrieben, die Zeitentwicklung (im Heisenbergbild) durch eine
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Automorphismengruppe auf der Algebra. Der Erwartungswert der Messung
einer Observablen A im Zustand ¢ ist durch ¢(A) gegeben.

Gegeniiber der Hilbertraum-Formulierung hat die operatoralgebraische
Beschreibung einige Vorteile:

e Sie bietet eine viel reichhaltigere Struktur. Das ermoglicht es, Syste-
me mit endlicher und unendlicher Teilchenzahl, mit rein quantenme-
chanischen und mit makroskopisch-klassischen Eigenschaften in einem
einheitlichen Formalismus zu behandeln.

Den Hilbertraum-Formalismus erhédlt man als Spezialfall, wenn man
bestimmte Darstellungen der Observablenalgebra betrachtet.

e In der operatoralgebraischen Formulierung stehen die physikalisch fun-
damentalen Unschérferelationen am Anfang der mathematischen Be-
schreibung. Um die Schwierigkeiten, die mit dem oft unbeschréinkten
Spektrum der moéglichen Mefwerte einhergehen, zu vermeiden, werden
oft statt der fundamentalen Observablen die von diesen generierten
unitdren Gruppen und deren Vertauschungsrelationen als Ausgangs-
punkt der Beschreibung gewahlt.

e Trotz des aufwendigeren mathematischen Apparats gibt es spezielle
Systeme, fiir die die operatoralgebraische Vorgehensweise einfacher ist
als der Fockraum-Formalismus.

Die CCR-Algebra

Fiir ein Bosonensystem wie das elektromagnetische Feld ist die Algebra der
kanonischen Vertauschungsrelationen CCR(H) die geeignete Operatoralge-
bra. Sie wird erzeugt von den Weyloperatoren W(f), f € H, die die Weyl-
schen Vertauschungsrelationen W (f)W (g) = e 27F9W ()W (f) erfiillen.
Der Raum H, der die Weyloperatoren indiziert, wird als FEinteilchenraum
bezeichnet. Oft ist H ein (Pré-)Hilbertraum und die Bilinearform o der Ima-
gindrteil des Skalarprodukts auf H. Man kann sich H als den Hilbertraum
eines Ein-Boson-Systems vorstellen und CCR(H) als die Observablen des
Bosonensystems mit unbestimmter Teilchenzahl.

Eine wichtige (weil besonders einfache) Klasse von Zeitentwicklungen auf
CCR(H) sind die quasifreien Dynamiken. Eine quasifreie Dynamik ist durch
eine unitire oder symplektische Gruppe auf dem Einteilchenraum H gegeben.
Durch den Funktor der kanonischen Zweitquantisierung 148t sich jeder sol-
chen Einteilchen-Zeitentwicklung eindeutig ein C*-Algebra—Automorphismus
zuordnen, der die quasifreie Dynamik des Vielteilchensystems beschreibt.



EINLEITUNG 6

Fiir die Untersuchung quasifreier Systeme auf CCR(H) stehen damit die
zahlreichen, gut ausgearbeiteten Methoden zur Verfiigung, die zur Behand-
lung dynamischer Systeme auf Hilbertraumen entwickelt wurden.

Die Untersuchung einiger quasifreier Dynamiken auf CCR(H) steht im
Zentrum dieser Arbeit. Dabei finden im folgenden vor allem die Hilbertraum-
Streutheorie nach LAX und PHILLIPS und die Ergebnisse von KUMMERER
und SCHRODER iiber unitdre Dilatationen (die Erweiterungen dissipativer zu
unitdren Dynamiken darstellen) Anwendung.

Der Inhalt dieser Arbeit

In [7] wurde gezeigt, dal das von Collett und Gardiner verwendete Modell
des offenen Hohlraumresonators zu einer quasifreien Dynamik fiihrt, und daf
die Zeitentwicklung auf dem Testfunktionenraum durch die unitire Dilata-
tion der Halbgruppe e * gegeben ist. Das ermdglichte eine streutheoretische
Ableitung der Input-Output—Relationen.

In dieser Arbeit wird im ersten Kapitel ebenfalls der offene Hohlraum-
resonator betrachtet, da sich an diesem einfachen Beispiel die im folgenden
verwendeten Begriffe und Methoden am besten einfithren lassen. Zunéchst
wird die Beschreibung im Fockraum-Formalismus skizziert, und dann die
in [7] gegebene quasifreie Beschreibung ausfiihrlich referiert und an einigen
Punkten ergénzt.

Im zweiten Kapitel geht es um den optischen parametrischen Resonator
(OPR). Dabei handelt es sich im wesentlichen um einen mit einem nichtlinea-
ren Kristall gefiillten Hohlraumresonator, der durch einen intensiven Strahl
der doppelten Resonatorfrequenz angetrieben wird. Dieses System ist von Be-
deutung, da es sich zur Erzeugung einer interessanten Klasse von Zustdnden
des elektromagnetischen Feldes, der gequetschten Zustinde (squeezed states),
besonders gut eignet.

Als ,,gequetscht“ werden Zustdnde bezeichnet, in denen die Schwankung
einer Observablen kleiner ist, als in einem Referenzzustand. Die Wechsel-
wirkung des elektromagnetischen Feldes mit der Nichtlinearitéit des Kristalls
im OPR fiihrt zur Entstehung von Zusténden, in denen bestimmte Feldob-
servablen eine geringere Schwankung als im Vakuum aufweisen. Durch die
Verwendung solcher Zusténde verspricht man sich z.B. groflere Genauigkeit
in Interferometerexperimenten.

Der parametrische Resonator 1a8t sich unter geeigneten Modellannahmen
ebenfalls durch eine quasifreie Dynamik beschreiben. Deren Bestimmung und
streutheoretische Untersuchung bilden den Hauptteil des zweiten Kapitels.

Im Anhang findet sich eine Zusammenstellung der fiir die CCR-Algebra
wesentlichen Begriffe und Definitionen und ein Verzeichnis der verwendeten
Notation.



Kapitel 1

Der Input-Output—Formalismus am

Beispiel des Hohlraumresonators

Das einfachste zusammengesetzte System der Quantenoptik besteht aus ei-
nem Hohlraumresonator, der durch einen teilweise durchléssigen Spiegel an
das umgebende elektromagnetische Feld gekoppelt (und am anderen Ende
durch einen perfekten Spiegel abgeschlossen) ist.

| Out

Y

Wo

A
Y

A

In

C ® Z(R)

Abbildung 1.1: Der einseitig offene Hohlraumresonator

Da dieses System fiir den Input-Output—Formalismus in vieler Hinsicht bei-
spielhaft ist, soll es hier ausfiihrlich besprochen werden. Zunéchst wird die
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in der physikalischen Literatur (z.B. [3], [2], Kapitel 7 oder [1], Abschnitte
5.3 und 10.2) iibliche Behandlung referiert. In [7] wird eine mathematisch
rigorose Beschreibung dieses Systems durch eine quasifreie Dynamik auf ei-
ner geeigneten CCR-Algebra angegeben, die hier mit einigen Ergédnzungen
im Abschnitt 1.2 dargestellt wird.

1.1 Die Dynamik des Hohlraumresonators auf
dem Fockraum

Zur Beschreibung des in Abb. 1 dargestellten Systems wird in der phy-
sikalischen Literatur ein durch Felderzeuger und -vernichter ausgedriickter
Hamilton-Operator H auf einem (meist nicht explizit angegebenen) symme-
trischen Fockraum F,(H) aufgestellt.

Der Hilbertraum eines zusammengesetzten Systems ist das Tensorpro-
dukt der Hilbertrdume der beiden Teilsysteme, also ist F(H) = F.(Hs) ®
Fi(Hy) & Fy (H, ®Hy). Es zeigt sich, da Hy = C und H, = IB(R) ist.
In dieser Wahl des Einteilchenraums H finden implizit schon einige Modell-
annahmen Ausdruck, die am besten zusammen mit dem Modell-Hamilton-
Operator erlautert werden.

Der Hamilton-Operator

Es soll hier nicht versucht werden, Hamilton-Operator (und Einteilchen-
raum) durch kanonische Quantisierung der klassischen Elektrodynamik des
im Abb. 1 dargestellten Systems herzuleiten. Es werden nur einige Uberlegun-
gen zusammengestellt, die das verwendete Modell motivieren. Gerechtfertigt
wird die Wahl des Modells letztlich durch den (qualitativen oder numeri-
schen) Erfolg.

Der Hamilton-Operator H des zusammengesetzten Systems wird als Sum-
me der Hamilton-Operatoren des Systems, der Umgebung und der Kopplung,

Hs, Hg und Hy geschrieben.

Der Hamilton-Operator des Objektsystems

Die erste Modellannahme ist, dafl im Hohlraumresonator nur die Mode der
Frequenz wy schwingt. Dann ist das System im wesentlichen ein eindimen-
sionaler harmonischer Oszillator der Frequenz wy. Folglich ist F,(H,) =
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2(N) = F,(C) und Hs der Hamilton-Operator des harmonischen Oszil-
lators:
Hy = hwa'a,

wobei a' der Erzeuger und a der Vernichter einer Oszillatormode ist. (In
der Schreibweise des nachsten Abschnitts: ein Vernichter zur Testfunktion

(o) €H)

Der Hamilton-Operator der Umgebung

Der Hamilton-Operator des freien elektromagnetischen Feldes wird unter Ver-
wendung der Erzeuger-/Vernichterdichten bf(w),b(w) (,Erzeuger bzw. Ver-
nichter einer Mode der Frequenz w“, d.h. einer Mode der ,, Testfunktion
(5( P ) [b(w), b ()] = §(w — w')) geschrieben als:

w'—w)
Hy = h/ wh' (W)b(w) dw.
R

Das heif3t, es wird nur eine Dimension und eine Polarisationsrichtung des
umgebenden Feldes betrachtet. Zwei weitere Besonderheiten dieses Hamil-
ton-Operators bediirfen einer Erklarung: zum einen die negativen Frequenzen
und das beidseitig unbeschréinkte Spektrum, zum anderen das Auftreten von
nur einer Mode zu jeder Frequenz (statt der zu erwartenden zwei fiir die
beiden Impulsrichtungen).

Die Integration auch iiber negative Frequenzen wird mit dem ., Ubergang
in ein mit der hohen (optischen) Frequenz v rotierendes Koordinatensystem*
gerechtfertigt. Frequenzen werden dann relativ zu v gemessen und es wird
eine Art ,,Renormierung“ des Hamilton-Operators vorgenommen, nach der
einem Photon der Frequenz w nicht mehr die Energie hw sondern die Energie-
differenz h(w — v) zukommt. Diese Verschiebung des Frequenz-Nullpunktes
macht aus dem iiblichen Integral iiber R™ eines iiber [—v,00). Da v sehr
grof} ist, wird dann gleich iiber ganz R integriert. Zuléssig ist das, solange
die betrachteten Zustdnde und Observablen nur auf einem schmalen Band
um die Frequenz v herum ,leben® (Schmalbandapproximation).!

Daf3 zu jeder Frequenz nur je eine Mode auftritt, hangt mit der Wahl von
[?(R) statt I2(RT) als Einteilchenraum zusammen: die kanonische Wahl? des
Einteilchenraums H; ist der Raum, der von den Lo&sungen der eindimen-
sionalen Maxwellgleichungen im betrachteten Gebiet des R3 (also hier der

'Damit Hy und Hg konsistent sind, mufl dann auch wq auf die verschobene Frequenz-
skala bezogen werden. Am besten wihlt man v = wp und der Systemhamiltonian ver-
schwindet.

Zvgl. z.B. [15], Kapitel 3
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positiven reellen Achse) aufgespannt wird. In der Coulomb-Eichung und bei
bei fester Polarisation sind die eindimensionalen Maxwellgleichungen dquiva-
lent zur eindimensionalen Wellengleichung. Ihre Losungen sind also die ein-
und auslaufenden Wellen auf dem R*. Stattdessen betrachtet man nun auf
der ganzen reellen Achse nur die von links nach rechts laufenden Wellen, d.h.
man lé3t sie von links ein- und nach rechts auslaufen. Diese Transformation
fithrt zu einer besonders einfachen Dynamik auf dem Einteilchenraum: dem
Rechtsshift. Mathematisch sind diese Beschreibungen nicht dquivalent, denn
die Transformation ist nicht unitér. Auch physikalisch scheint etwas verloren
zu gehen: wahrend im urspriinglichen Bild ein- und auslaufende Wellen inter-
ferieren konnten, ist die nun nicht mehr der Fall. In der Schmalbandnéherung
ist dies jedoch kein Problem, denn die Interferenzterme oszillieren dann mit
der sehr hohen Frequenz 2v und sind daher praktisch ohnehin nicht beob-
achtbar.

d

Diese Modifikation der Dynamik entspricht der Verwendung von —i--

statt \/—% als Einteilchen-Hamilton-Operator (vgl. Abschnitt 1.2) des frei-
en Feldes. Sie wird durch die oben beschriebene ,,Renormierung® des Hamil-
ton-Operators erreicht. Dieser Ansatz fiir Hg und H, entspricht der Model-
lierung der Umgebung durch weifles Rauschen.

Der Hamilton-Operator der Kopplung

Die Kopplung zwischen Bad- und System wird linear in den System- und
Badoperatoren angesetzt: Hy = il [, r(w)(ab'(w) — a'b(w)) dw, das heift,
es werden nur Prozesse betrachtet, bei denen sich die Photonenzahl im Bad
und im System nur um je eins dndert. Im Falle schwacher Kopplung (einer
geringen Durchléssigkeit des Spiegels) ist das eine gute Niherung?.

Dafl in Hx keine Produkte von zwei Erzeugern oder zwei Vernichtern auf-
treten ist Folge der Drehwellenndiherung (,rotating wave approximation®).
In dieser Niherung werden die antiresonanten Terme a'bf(w) und ab(w) im
Integranden vernachléssigt. Da diese Ausdriicke Prozesse beschreiben, die die
Energieerhaltung in hohem Mafle verletzen, ist es plausibel, daf sie keinen
wesentlichen Beitrag zur Dynamik leisten.? Erst in der Drehwellennidherung

3Schon dafl man iiberhaupt von einem Resonator mit wohldefinierter Grundfrequenz
spricht, impliziert eine schwache Kopplung. Als einen typischen Wert fiir in der Laser-
physik {ibliche Hohlraumresonatoren nennt z.B. CORNEY, Atomic and Laser Spectroscopy,
Clarendon Press, Oxford, 1988 |x|?> ~ 0.02 (vgl. dazu die Rechnung am Ende von Ab-
schnitt 1.2.3)

Man kann die Drehwellenndherung auch folgendermaBen motivieren: Da die Kopp-
lung zwischen System und Umgebung schwach ist, ist die Zeitentwicklung der Operatoren
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kann die Integration auch in Hyx iiber ganz R ausgedehnt werden, da die
hinzukommenden Terme dann alle antiresonant sind und folglich keine Rolle
spielen. Es zeigt sich, dafl die vom so gendherten Hamilton-Operator H ge-
nerierte Zeitentwicklung quasifrei ist.

In der Regel wird die Kopplung x noch als frequenzunabhéngig angenommen:
K(w) = \/g Diese Ndaherung wird auch als Markov-Ndiherung bezeichnet.

Somit ergibt sich:
T = iy /l/(azﬂ(w) — a'b(w)) dw.
2r Jr

Der Hamilton-Operator des Gesamtsystems ist also gegeben durch

H = Hs+ Hz + Hy

= hwoaTa—Fh/wa(w)b(w) dw (1.1)

+ih\/g/ﬁ(alﬁ(w) —a'b(w)) dw.

Der Definitionsbereich von H wird in der Literatur nicht angegeben. Im
néichsten Abschnitt wird gezeigt, dafi H Zweitquantisierung eines dicht de-
finierten selbstadjungierten Operators (H,D(H)) auf H ist, dessen Definiti-
onsbereich D(H) in Gl. (1.10) angegeben wird. Also ist H auf dem dichten
Teilraum

DM) :=A{(fo, f1, f2,--.) € F(H) : f,, € @"D(H) mit f,, = 0 auBer endlich vielen}

definiert. (©"D(H) ist das n-fache algebraische Tensorprodukt von D(H).)

Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen

Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen i¢A = [A, H] fiir b(w) und a

sind
d , ~
Calt) = —iwoalt) — /L /}R by () dov,

d .
E@(w) = —zwbt(w) + \/;a(t)

a,b(w) im wesentlichen durch die ungestérte Evolution gegeben: a(t) ~ a(0)e~*°! und
bi(w) = bo(w)e~™*. Die vernachlissigten Terme oszillieren also mit der sehr hohen Fre-
quenz +(wy + w) und mitteln sich schon nach extrem kurzer Beobachtungszeit weg.
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Gibt man sich fiir die zweite Gleichung zur Zeit ¢y (die in der Regel in der
fernen Vergangenheit liegt) die Anfangsbedingung b;,(w) vor und setzt die
Losung in die erste Gleichung ein, so erhédlt man unter Verwendung der Ver-
tauschungsrelationen eine Langevin-Gleichung fiir a, die die Zeitentwicklung
der Systemoperatoren fiir ¢ > ¢y beschreibt:

d Y

Dabei ist a;,(t) = \/%7 Jr e @by (w) dw (t > to) durch die vorgegebe-

ne Anfangsbedingung bestimmt. Der Input-Operator a;,(t) beschreibt den
Einfluf der Umgebung auf den Hohlraumresonator. Da b(w) ,, Vernichter ei-
ner ebenen Welle der Frequenz w* ist, ist a;,(t) als ,,Vernichter eines Delta-
Peaks“? bei x = t; — t < 0 auffassen.

Ebenso erhélt man mit einer bei t = ¢; (in der Zukunft) spezifizierten An-
fangsbedingung und apu(t) = \/LQ? Jre @b, (w)dw (t < t1) eine zweite
Gleichung fiir Zeiten t < ¢;:

d ‘ 8
aa(t) = —ZWOCL(t) + §a(t) - ﬁaout(t)' (13)

Input-Output—Beziehung

Durch Subtraktion dieser Gleichungen kann ein Zusammenhang zwischen den
Input- und Output-Feldern und dem Feld im Hohlraumresonator hergeleitet
werden:

Gout(t) — ain(t) = v/ya(t). (1.4)
Durch Fouriertransformation der Langevin-Gleichungen (beziiglich der

Zeitvariable) erhélt man eine an die Streutheorie erinnernde Relation zwi-
schen a;,(w) und @y (w)

_i(w—wp) +v/2 _
Uout (W) = R — in(w). (1.5)

Die Ableitung derartiger Beziehungen ist Ziel und Charakteristikum des
Input-Output—Formalismus. Sie ermoglichen es z.B., aus der Kenntnis von
Erwartungswerten der ein- und auslaufenden Felder (die durch a;, und ayy,
beschrieben werden) auf die Erwartungswerte von System-Observablen zu
schlieflen.

5 Vernichter von Distributionen“ werden z.B. von OBATA in White Noise Calculus and
Fock Space, Springer Lecture Notes in Mathematics 1577, 1994, definiert. Die Grundi-
dee dabei ist, statt des Fockraums iiber I#(R) den Fockraum iiber den schnellfallenden
Funktionen zu betrachten.
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In ihrer Diplomarbeit [7] konnte C. RUPP zeigen, daB dieses System durch
eine quasifreie Dynamik beschrieben wird und die zugehorige Einteilchen-
Zeitentwicklung U, durch die minimale unitire Dilatation von e, \ = iwy+
v/2 gegeben ist. Die Input-Output—Beziehung 1.4 konnte im Rahmen der
Streutheorie abgeleitet werden.

Die Quasifreiheit der Zeitentwicklung ermoglicht eine Behandlung des
Systems, die einfacher ist als die oben referierte (insbesondere: ohne opera-
torwertige Distributionen auskommt) und zudem den Vorteil hat, darstel-
lungsunabhéngig zu sein: statt der Heisenberg-Zeitentwicklung von Opera-
toren auf dem Fockraum wird im folgenden die Schrédinger-Zeitentwicklung
von Testfunktionen aus dem (viel kleineren und , handlicheren*) Einteilchen-
Hilbertraum betrachtet. Aus dieser 148t sich dann (mittels kanonischer Zweit-
quantisierung) die zugehorige Dynamik auf den Observablen bestimmen.
Durch GNS-Darstellung zum Fock-Vakuumvektor lassen sich die Gleichun-
gen aus Abschnitt 1.1 reproduzieren. Es ist aber auch moglich — falls die
Fock-Darstellung nicht angemessen ist — eine andere Darstellung zu wahlen.
Dies konnte z.B. bei der Betrachtung niederfrequenter Strahlung (Mikro-
wellen) interessant sein, wenn nicht mehr vernachlissigt werden kann, dafl
das Experiment bei endlicher Temperatur stattfindet und der Grundzustand
nicht das Fock-Vakuum ist. Ob die bei der Motivation des Hamilton-Opera-
tors gemachten Ndherungen dann noch zuléssig sind, ist allerdings fraglich.

1.2 Der Hohlraumresonator als Zweitquanti-

sierung der unitiren Dilatation von e

In diesem Abschnitt wird eine unitdre Gruppe (U)o, auf dem Einteil-
chenraum H = C & I#(R) betrachtet und gezeigt, da deren kanonische
Zweitquantisierung in der Fockdarstellung die von H generierte Dynamik
beschreibt. Anschliefend wird die Streutheorie von U, untersucht, da sich
die Input- und Output—Operatoren am besten aus einem streutheoretischen
Blickwinkel interpretieren lassen.

Die unitére Gruppe ist durch die Dilatation der Halbgruppe e ** gegeben.
Daher zunéchst ein paar Worte iiber unitédre Dilatationen.

1.2.1 Die unitire Dilatation einer Halbgruppe

Definition 1.2.1 (Unitdre Dilatation, nach [4])
Sei (T}),cp+ eine stark stetige Halbgruppe® von Kontraktionen auf dem Hil-

6Der Ubersichtlichkeit halber werde ich eine Gruppe oder Halbgruppe von Operatoren
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bertraum H. Fine stark stetige unitire Gruppe (Uy),cr auf H heif$t unitire
Dilatation von (7}),.g+, falls eine Isometrie I : H — H mit Adjungierter P
existiert, so dafy PUI =T, fir alle t > 0.

Die Dilatation U, heift minimal, falls LH {{J,c (U:(IH))} = H, d.h. falls
die U;~Bilder des System-Hilbertraums H dicht im grofen Hilbertraum H
liegen, 'H also nicht gréfier als nitig ist.

Physikalisch ist man an Dilatationen interessiert, da man sie als Dyna-
miken der abgeschlossenen Quantensysteme verstehen kann, die ein offenes,
dissipatives System enthalten, dessen Dynamik durch die Halbgruppe be-
schrieben wird.

Jede stark stetige Halbgruppe (73),.z+ von Kontraktionen auf einem Hil-
bertraum H besitzt (bis auf unitire Aquivalenz) genau eine minimale unitére
Dilatation (U;),cg+ (S2. NAGY, FoO1AS: Harmonic Analysis of Operators on
Hilbert Spaces, North Holland, 1970).

Kopplungsdarstellung der Dilatation

KUMMERER und SCHRODER zeigten in [4], dal die Dilatation jeder Halb-
gruppe eine Kopplungsdarstellung besitzt, die der physikalischen Interpre-
tation der Dilatation besonders geméif ist, da H in eine direkte Summe
von ,,System-Hilbertraum® und ,,Hilbertraum der Umgebung® zerfallt und
sich der Generator von (U;),.g wie H in GL (1.1) als Summe von System-,
Umgebungs- und Kopplungs-Hamilton-Operator schreiben 1&8t:

Satz 1.2.1 (Kopplungsdarstellung unitérer Dilationen (nach [4] I, 2.2.3))
Sei (T}),er+ Kontraktionshalbgruppe auf H. Dann ist eine minimale unitdre
Dilatation von T, auf H = *(R_,K)eHe L*(Ry,K,) mit der Isometrie
I''H>22—0®2®0 € H gegeben durch:

ST 0 0
Ut == Xt E O y Vt € R+ (16)
Zy Yy S

wobei Si den Rechtsshift auf dem (kanonisch mit 13(R*,IC,) identifizier-
ten) Raum BZ(RT) @ K, bzw. IZ(R™) ® K_ bezeichnet und die Kontraktionen
X, Y, Z,y folgendermafien definiert sind:

Xt:I?(]R,7>®IC7—>H

(Ut)yer > (Tt),cr +usw. gelegentlich auch durch T3, U; usw. bezeichnen.
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t t
xsRC_n — / TSATnXJ<S—t)dS+A/ Tenxs(s —t)ds,
0 0
Y,:H—ER") K,
§ — —C,T & X[O,t](3)7
Zt . LQ(Ri) X K_— L2(R+> X IC+
t—r

X—t,—r] @ C_n /YSATn ds —Y,_.m (re€l0,t]).
0

Der Operator C (bzw.C_) ist auf dem Definitionsbereich des Generators
A (AY) der Halbgruppe T, (T} ) definiert und bildet ihn dicht in den Hilber-
traum Ky (K- ) ab. (Wie in [4] gezeigt wird, beschreibt Cy die Kopplung des
Systems an die Umgebung Z(RT) @ Ky bzw. B(RT) Q@ K_.)
J ist endliches Intervall und n € D(AV); fiir Details siche [4].

Die Operatoren X;,Y;, Z; sind dicht definierte Kontraktionen und lassen
sich zu diberall definierten Operatoren fortsetzen.

Wie in [4] gezeigt, nimmt T, eine wesentlich iibersichtlichere Form an, wenn
T; fir alle t selbstadjungiert ist. Dies ist der Fall, wenn die Dynamik des
Systems ausschlieflich von der Kopplung an die Umgebung herriihrt.

Wenn Real- und Imaginérteil des Generators von T; kommutieren, kann die
unitire Dynamik des Systems durch den Ubergang ins Wechselwirkungsbild
wegtransformiert und dann T, ebenfalls auf einfachere Form gebracht werden.
Die unitére Dilatation, die die Einteilchendynamik des offenen Hohlraumre-
sonator beschreibt, ist das einfachste Beispiel fiir diesen Fall.

1.2.2 Zeitentwicklung im Einteilchenraum

In diesem Unterabschnitt wird die minimale Dilatation U; einer Halbgruppe
auf C untersucht, die die Dynamik eines geddmpften harmonischen Oszil-
lators beschreibt und daher eine naheliegende Wahl fiir die gesuchte Ein-
teilchendynamik des offenen Resonators ist. Der Hilbertraum der Dilatation
ist dann € & I#(R), passend zum Einteilchenraum H aus Abschnitt 1.1. Im
néchsten Unterabschnitt wird dann gezeigt, dal die Zweitquantisierung von
U, die Zeitentwicklung des offenen Hohlraumresonators beschreibt.

Die Einteilchen—Zeitentwicklung des (geschlossenen) Hohlraumresonators
ist eine Oszillation mit der Grundfrequenz wy: Tt(o) = e¢~™ot Die Verluste
durch den teilweise durchléssigen Spiegel dampfen diese Oszillation. Der ein-
fachste Ansatz fiir die Einteilchendynamik des offenen Hohlraumresonators
ist eine exponentiell geddmpfte Oszillation, die fiir ¢ > 0 durch die Halbgrup-
peT; = e_o‘tTt(O), a > 0 beschrieben wird. Wie in [5] gezeigt, ist die Dampfung
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genau dann exponentiell, wenn die Kopplung frequenzunabhéngig ist, d.h. in
der Markov-Niherung. Die Einteilchen—Zeitentwicklung des Gesamtsystems
sollte also fiir ¢ > 0 durch die minimale unitére Dilatation von 7T} beschrieben
werden. Zum besseren Vergleich mit Abschnitt 1.1 wird die Dédmpfungskon-
stante mit 7 > 0 bezeichnet: T} := e (ot gt —. o=t
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Die unitire Dilatation von T,
Die minimale unitdre Dilatation von T}~ ist gegeben durch
Uso: COE(R) —» CaZ(R) (1.7)
. (z) e’\z—mf e_)‘ts)f( s)ds
: —
=0 / Sif — WQXOt f e A9 f(—s) ds — iRe™ /\(t_w)X[o,t](x)Z

Dabei ist v = |%|*> und im allgemeinen ist x € C, d.h. bei der Transmission
durch den Spiegel wird eine Phasenverschiebung um e zugelassen. Es kann
jedoch oBdA x = /7 € R" angenommen werden. Denn sei x = ﬁe“ﬂ dann
betrachte statt U; die durch V' = 1@ M.,is» unitér transformierte Zeitentwick-
lung U, := VU, V. U, unterscheidet sich von U, nur dadurch, dafl k durch |k|
ersetzt ist. Im folgenden ist also immer x = /7 € R*.

Die Zeitentwicklung in die Vergangenheit (d.h. fiir ¢ < 0) erhélt man dann
durch Uy := (U_)'. Es ist

; eiz—i\/_fg Mi=s) f(—s) ds
Ui<o : — ' _
t<0 (f) Stf i ’YX[t 0] f e)\(t T— s)f( ) ds + Zﬁez\(t—m)zx[to](x)

(1.8)
Dies ist nicht die Zeitentwicklung, die sich ergidbe, wenn man in Gl. (1.7) ¢
durch —t ersetzte. Die nun fiir alle ¢ € R definierten U; bilden eine unitére
Gruppe. U; im Spezialfall v = 0 wird mit Ut(o) bezeichnet.
Manchmal ist es giinstig, ins Fourierbild zu gehen. Die entsprechenden
Operatoren finden sich im Anhang B auf den Seiten 94f.
Fiir (7) € M gilt:

)= () [ e oo

Das entspricht dem in [4] beschriebenen Verhalten: die Umgebungsanregung
wird vom Shift zum System transportiert; dort fithrt sie zu einer (zusétzli-
chen) Anregung /7 f (s —t) und zerfillt dann nach demselben Gesetz wie die
urspriingliche Anregung des Systems.

Der Hamilton-Operator

In [4] wird auch der Generator H dieser unitdren Gruppe angegeben. Sein
Definitionsbereich ist

D(H) = {(2,f) : flg+ € WHR"), flg- € WHR™) und f(07) — f(O‘)(: —éﬁz}.
1.10
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Damit (;) in D(H) liegt, miissen f|g+ im Sobolev-Raum W!(R*) der qua-
dratintegrierbaren Funktionen mit quadratintegrierbarer Ableitung liegen,
und f mufl an der Stelle x = 0 einen Sprung machen, dessen Hohe propor-
tional zu z ist.

H 148t sich mit ¢y, der Diracschen Deltadistribution an der Stelle x = 0,
formal schreiben als

H:CoIZR)D>DH)— CaER)

H:(ZH“’OZ fHﬂdf(O)) (1.11)
z—= /Y20y [ —ig

Der Definitionsbereich ist also gerade so gewéhlt, daf§ der ,Delta-Peak
bei x = 0%, der von der Kopplung herriihrt, durch den, der durch die Diffe-
rentiation der bei x = 0 unstetigen Funktion f entsteht, kompensiert wird
und H (;) damit wieder in ‘H liegt. Mit der Punktauswertung f +— f(0) ist
eine symmetrische Punktauswertung gemeint. Korrekter wire es, (wie in [4])
zu schreiben: f(0) = 1(f(0%) + f(07)). Der Ubersichtlichkeit halber wird
hier und in den iibrigen Kapiteln f(0) geschrieben, auch wenn immer nur
die symmetrische Punktauswertung gemeint ist. Unter Beriicksichtigung der
Bedingung f(0%) — f(07) = —i/yz fithrt dieser Term dann gerade zu einer
exponentiellen Dampfung von z;.

Der Ausdruck 1.11 ist zunéchst nur formal, kann aber als Graphenlimes
einer Folge (H,), . wohldefinierter selbstadjungierter Operatoren H,, ver-
standen werden. Die von den Operatoren H, erzeugten unitdren Gruppen
konvergieren auf kompakten Zeitintervallen gleichméBig gegen (Uy), e+, d.h.
sup;e ||t — Uy]| — 0 VK C R kompakt (siehe [4]).

Dieser Einteilchen—Hamilton-Operator hat dieselbe Struktur wie der Ha-

milton-Operator H aus Abschnitt 1.1: H = H, + H, + Hj,.
H, = wq ist der Hamilton-Operator eines eindimensionalen harmonischen
Oszillators. H, = —i% ist der Hamilton-Operator des durch weifles Rau-
schen gendherten Bades. Hy beschreibt die frequenzunabhéngige (,,weifie®),
im Ortsbild also singulére Kopplung zwischen System und Umgebung.

Um H mit dem Fockraum-Hamilton-Operator H aus Abschnitt 1.1 in Ver-
bindung zu bringen, mufl der Nullpunkt der Frequenzskala weit (um die op-
tische Frequenz v) nach rechts verschoben werden (vgl. S.9). Dies wird da-
durch erreicht, dafl zur Zeit ¢ statt der Testfunktion (z, f;) € H die durch
Vi = €@ M i (o) unitir transformierte Testfunktion V; (j{) betrachtet wird.
Hiufig wird diese Transformation als , Ubergang in ein Wechselwirkungsbild
bei der Frequenz v bezeichnet. Da die V; keine unitédre Gruppe bilden, ent-

spricht diese Bezeichnung jedoch nicht ganz der iiblichen Definition eines
Wechselwirkungsbilds.
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Es wird sich zeigen, daf§ H die kanonische Zweitquantisierung von H ist.

Die Schrédingergleichung
Betrachtet man die zu H gehorende Schrédingergleichung

. d Zt o Woit + ﬁft(O)
(i) = (s i) (112)

mit der Anfangsbedingung (j;) (to) = (;g) € D(H), so erhdlt man fiir t > 0
in der Badkomponente

fe(@) = (Sito o) (@) = in/V2t—aX[0,4-10) (%)

Einsetzen in die DGI fiir z fithrt dann auf eine Hilbertraum-Langevin-Glei-
chung” fiir z, die der operatorwertigen Langevin-Gleichung 1.2 entspricht:

d
%zt = Az — /VZin(t), t > to. (1.13)

Die Anfangsbedingung z;, = zo dieser Gleichung ist durch z;,, schon vollstandig
festgelegt. Denn da (;g) in D(H) liegen muf}, legt die Angabe einer Funktion
fo die Anregung zy im System schon eindeutig fest.

Der ,Input® ins System ist zur Zeit t gegeben durch

Das heifit, zur Zeit t gelangt die Anregung des Bads ins System, die sich
zur Zeit ty noch ¢t — ty Einheiten links von der Wechselwirkungsregion (dem
Spiegel) bei = 0 befunden hat.

Gibt man zur Gl. (1.12) anstelle der Anfangsbedingung bei ¢y eine End-
bedingung (;) (t1) = (2) € D(H) bei t = t; vor, so erhilt man die zeitge-
spiegelte (,time-reversed“) Langevin-Gleichung:

d —
EZt == )\Zt - ﬁzout(t), t < tl. (114)
Der ,,Output® aus dem System ist zur Zeit ¢t gegeben durch

Zout(t) = Zfl(tl - t)
Das heifit, die Anregung, die zur Zeit ¢t aus dem System in die Umgebung

abgegeben wird, ist zur Zeit t; > t schon t; — ¢t Einheiten von der Wechsel-
wirkungsregion entfernt.

"Die Bezeichnung als Langevin-Gleichung impliziert eine Interpretation, die in dieser
Arbeit nicht weiter verfolgt wird: daf ndmlich der in Gl. (1.13) auftretende Anfangswert
zin gar nicht durch eine differenzierbare Funktion gegeben ist, sondern z.B. durch den
Pfad einer Brownschen Bewegung beschrieben werden mufl. Dann sind (1.13,1.14) zwei
stochast. DGIn. Solange Gl. (1.12) als gewdhnlich Differentialgleichung behandelt wird,
sind die Zusténde von System und Bad nicht unabhéngig voneinander wahlbar.
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Die Input-Output—Beziehung

Durch Subtraktion der beiden Langevin-Gleichungen 1.13,1.14 erhilt man
eine der Randbedingung 1.4 analoge Gleichung:

Zout(t) — zin(t) = /21, t € [to, ta]. (1.15)

Wie ist diese Gleichung zu interpretieren? Es ist eine Randbedingung,
die die Input- und Output—Funktionen (die Anfangs- bzw. Endbedingung
der DGI) erfiillen miissen, damit sie iiberhaupt zur selben Losung der DGI
1.12 gehoren.

Denn da die Angabe von f; auch 2z, bestimmt, bleibt bei der Wahl der
Endbedingung f; keine Freiheit mehr, sondern sie ist durch obige Bedingung
festgelegt:

fl(tl - t) = fo(to - t) - iﬁzt X[to,tl}(t)- (1-16)

Auflerhalb des Intervalls [0,¢; — to] ist fi(x) die um ¢; — ¢y nach rechts ver-
schobene Funktion f; — dieser Teil von fy stand nicht in Wechselwirkung mit
dem Hohlraum. Innerhalb dieses Intervalls unterscheidet sich f; vom ver-
schobenen fo um —i2,/7z;: das ist die Folge der Wechselwirkung die in der
Zwischenzeit zwischen System und Bad stattgefunden hat.

Die Randbedingung erlaubt einerseits bei vollstéindiger Kenntnis von f;
und fy den Riickschlufl auf z; fiir alle ¢ € [tg,t1], andererseits 1a8t sich aus
Kenntnis der Systemvariablen und des Outputs der zugehorige Input bestim-
men und umgekehrt.

Die Input-Output—Relation 1.15 sieht zwar genauso aus, wie Gl. (1.4), ist
aber der Hilbertraum-Struktur nicht angepafit und weder zur streutheore-
tischen Betrachtung noch zur Zweitquantisierung besonders geeignet. Dazu
eignet sich die von C.RUPP abgeleitete Input-Output—Relation ([7], Satz
3.2.1):

0 0 1
U, US) Ul (50) ~ U, U9 U (50) = —i\AU, (o) Vi€ [to,ta].  (1.17)

Ausgehend von Gl. (1.9) kann man zeigen, daf} fiir eine beliebige IZ(R)-
Funktion f gilt®

0 0 h —t
U, U9 ul” ( f) ~U, U U (f) = —iq / U, (f (50 )> ds V't € [to, t1].
to
(1.18)

Eine anschauliche Interpretation dieser Beziehung 148t sich finden, wenn man
definiert g := S;_4, f und die Gleichung mit U_;, multipliziert. Dann steht auf

8Der Beweis ist identisch mit dem von 1.17 in [7].
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der rechten Seite Uy, 4, (2) - Ut(lolto (2), d.h. die Gleichung gibt (wie Gl. (1.16))
den Unterschied zwischen dem unter Einflufl der Stérung und dem ungestort
entwickelten Zustand an.

Im Rahmen der streutheoretischen Untersuchung von U, lait sich GI. (1.18)
als Randbedingung verstehen, der bei t = £oo spezifizierte Anfangs- bzw.

Endbedingungen geniigen miissen.

1.2.3 Zweitquantisierung von U; und Vergleich mit Ab-
schnitt 1.1.

In diesem Unterabschnitt wird gezeigt, daf§ die Dilatation U; (vgl. 1.7, 1.8)
auf der Algebra CCR(C & I?(R)) eine unitéire Dynamik induziert, die in der
Fock-Darstellung mit der Zeitentwicklung aus Abschnitt 1.1 iibereinstimmt.
Zunéchst jedoch ein paar Bemerkungen zum Formalismus der kanonischen
Quantisierung.

Kanonische Zweitquantisierung

Als (kanonische) Zweitquantisierung bezeichnet man eine mathematische
Prozedur, mittels derer man — grob gesprochen — von einer gegebenen quan-
tenmechanischen Einteilchen—Theorie zur zugehorigen Quantenfeldtheorie (mit
variabler Teilchenzahl) iibergehen kann.’

Die Zweitquantisierung des Systems (H,U;) wird durch einen Funktor
I' beschrieben, der das Paar aus Hilbertraum und Zeitentwicklung abbildet
auf ein Paar (A, a;) bestehend aus Observablenalgebra A4 und (quasifreier)
Automorphismengruppe «, die die (Heisenberg)—Zeitentwicklung der Obser-
vablen beschreibt.

Geht es um ein Bosonen-System, so ist die passende Observablenalge-
bra die Algebra der kanonischen Vertauschungsrelationen iiber H, die mit
CCR(H) bezeichnet wird (hierzu und zu weiteren in diesem Abschnitt auf-
tretenden Begriffen vgl. Anhang A).

Der Testfunktionenraum H ist im allgemeinen ein Pra-Hilbertraum oder,
allgemeiner, nur ein symplektischer Raum. Jedem (nichtentarteten) symplek-
tischen Raum (H, o) ist eindeutig die C*-Algebra CCR(H) zugeordnet. Im
folgenden ist H aber immer ein komplexer Hilbertraum. Er kann als der Raum

9Als erste Quantisierung bezeichnet man den Ubergang von einer klassischen Beschrei-
bung eines physikalischen Systems zur ,,zugehorigen® quantenmechanischen Beschreibung.
Im Gegensatz zur zweiten Quantisierung gibt es keinen wohldefinierten Algorithmus, der
die Erstquantisierung beschreibt. E. NELSON formuliert das prégnant: , First quantization
is a mystery, but second quantization is a functor®.
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der zuldssigen Moden oder Einteilchen-Zustdnde des untersuchten Systems
interpretiert werden.

Die C*-Algebra CCR(H) wird von den unitdren Weyloperatoren W (f)
erzeugt, die die kanonischen Vertauschungsrelationen (A.1) erfiillen.

Die Zustédnde des Systems werden durch die normierten positiven linearen
Funktionale auf CCR(H) beschrieben. Aufgrund der Vertauschungsrelatio-
nen ist jeder Zustand ¢ eindeutig durch seine Werte auf den Weyloperatoren
bestimmt. Die Abbildung C, : f +— @(W(f)) heifit das charakteristische
Funktional des Zustands ¢.

In einer reguldren Darstellung m von CCR(H) (d.h. einer Darstellung, in
der t — w(W(tf)) fir alle f € H stark stetig ist) konnen zu allen f € H
Feldoperatoren

B(f) = —ilim ~ (x (W(tf)) — =(W(0))).

t—0 ¢
Vernichter {
Af) = 5 (@) + (i)
und Erzeuger
A(f) = 5 (@() — (i)

2

auf dem Darstellungs-Hilbertraum definiert werden (vgl. z.B. [10]).

Die Feldoperatoren haben in der (in der Coulomb-Eichung kanonisch
quantisierten) Quantenelektrodynamik eine direkte physikalische Bedeutung:
®(f) zu einer rellen Testfunktion f ist die Observable, die die Messung der
f-Mode des Vektorpotentials beschreibt, ®( f) zu einer rein imaginiren Test-
funktion beschreibt die Messung der f-Mode der elektrischen Feldstérke. (vgl.
[13], IIT und [15]).

Nach dem Satz von SLAWNY (vgl. z.B. [10]) 1a8t sich jeder symplekti-
schen Gruppe (7}),cg auf dem Testfunktionenraum H kanonisch eine Grup-
pe von C*-Algebra-Automorphismen ag, zuorden. ag, ist definiert durch
ar, : W(f) — W(T,f) und wird als Zweitquantisierung von T, bezeich-
net. Insbesondere erhélt man auf diese Weise die Zweitquantisierung a; der
unitdaren Einteilchendynamik Us.

Zweitquantisierung von U

Angewandt auf die unitdre Dilatation U; aus dem vorigen Unterabschnitt
heifit das: Der Testfunktionenraum H ist durch den Hilbertraum C & I3(R)
gegeben. Die Zeitentwicklung auf der Observablenalgebra CCR(H) wird (im
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Heisenbergbild) durch
a;: CCR(H) — CCR(H)
a(W(f)) :=W(U.f)
beschrieben. Im Schriodingerbild ist die Dynamik durch die (zu oy duale)
Transformation v, auf dem Raum S(CCR(H)) der Zustédnde auf CCR(H)

gegeben. Sei ¢ € S(CCR(H)), dann ist der transformierte Zustand v4(¢p)
definiert durch die Erwartungswerte der Weyloperatoren

vilp) (W(f)) = o W(ULS))-
Also ist das charakteristische Funktional C,,(, des transformierten Zustands
gleich C, o U,.
Die zur freien Zeitentwicklung Ut(o) gehorende Bogoliubov-Transformation

wird im folgenden mit a,@ (bzw. mit yt(o)) bezeichnet.

Feldoperatoren, Erzeuger und Vernichter sind zwar nicht Elemente der
Algebra CCR(H), dennoch kann aus den Definitionsgleichungen auch ihr
Verhalten unter der Zeitentwicklung a; bestimmt werden, und zwar gilt:

cp(;) (t) = ‘i?i%é <W(W(s U, (;)) - w(W(O)))) — &(U, (Ji))

A(;) (1), AT (;) (t) ergeben sich wie oben aus den transformierten Feldopera-
toren @(;)(t)

Notation: (Zeitentwicklung der Erzeuger und Vernichter)
Der im Heisenberg-Bild zeitentwickelte Operator A(;), wird mit ozt(A(;))

oder A(]"i) (t) bezeichnet. Ist die Zeitentwicklung quasifrei und eichinvariant
und damit durch eine unitire Gruppe (Up),cr auf dem Testfunktionenraum

gegeben, so schreibe auch A(;) (t)y=A (Ut (;))

Mit U; aus Gl. (1.7) gilt fiir ¢ > 0:
z z
(G = a(u(5)

e Mz
= A
(93 = —iy/7e 2@ Dy g (l‘)z)

0
A
" (:r - <stf><x>)
—iyAe M [y e f(—s)ds
+A (33 — _,yefk(zft)x[oﬂ(x) J—x 6)‘Sf(—8) ds .(1.19)
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Fiir t < 0 muB U, aus GL (1.8) eingesetzt werden. Mit a(t) := A (U;(;)) und
Gl (1.9) 148t sich das fiir alle ¢t € R iibersichtlicher schreiben:

A(;)(t) - za(t)+A(S?f)+iﬁ/ot Flu—Da(u)du.  (1.20)

Vergleich mit Abschnitt 1.1

Nun wird die Zeitentwicklung «; und ihre Wirkung auf Erzeuger und Ver-
nichter in der Fockdarstellung betrachtet. Zum direkten Vergleich mit den
Gleichungen aus [2] miissen ,,Erzeuger und Vernichter von Deltafunktionen*
(oder ebenen Wellen) betrachtet werden. Im folgenden wird mit diesen Ob-
jekten rein formal gerechnet Durch ,Ausschmieren“ mit z.B. schnellfallenden
Funktionen A(f f]R »)dz erreicht man wieder wohldefinierten Bo-
den (vgl. auch Fuﬁnote auf S 12)
Setzt man in Gl. (1.20) f = ce” ™7 ein

1 o
A(x — ce_"“’x) (1) = 4 (x — —iﬁe)‘(r_t)X[o,t] ($)>

0
+4 (ZE — Ce—iw(a:—t))

t
+ Zéﬁ/ e~ =g (u) du,
0

so findet man, dafl sie mit den Definitionen

o)

(o))

ain(t) = —— /R e~ wt=0)p, (W) dw (1.21)
- A Uto( . (2-@-%))))3 E> o,

Golt) = A(Utl < . éé(g—(t—tl)) )> <ty

und fiir ¢y = 0 der in [2] angegebenen Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung
der Badoperatoren b(w) entspricht.

bt((JJ) —zwtb /27T/ —zw t u U

&
£
I
S

N
=
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Ebenso formal ergibt sich:

%a(t) = —a(t) + VAain(1),

eine Langevin-Gleichung fiir den Vernichter zur Testfunktion ((1)) (vgl. GL. (1.2)).

Beispiel 1.2.1 (Dissipation der im Hohlraum vorhandenen Energie)

Als eine erste kleine Anwendung sei die zur Zeit t im Hohlraum gespeicherte
Energie E(t) berechnet. Sie ist durch den Erwartungswert des Teilchenzahl-
operators N(f)(t) = AWU f)A(U,f) zur Testfunktion f = ([1)) gegeben.

Das dufere Feld befinde sich im Vakuum, der Hohlraum in einem n-
Teilchen—Zustand, d.h. es wird der n-Teilchen—Zustand zur Testfunktion (é)
betrachtet. Wie erwartet ergibt sich eine exponentielle Abnahme:

B(0)i= gy (8 ) (00 = ne

Die Grofie Q) = wo_g(;)(t) = % gibt an, wieviel Energie der Hohlraum
t

wédhrend der ,,Dauer einer Schwingung“ wo_l durch Dissipation verliert. Sie
wird als Giite-Faktor (engl. Q-factor) des Hohlraums bezeichnet. Je grifser
Q, desto geringer ist die Verlustrate des Hohlraumresonators. Fiir optische
Hohlrdume (wie sie z.B. fiir Laser verwendet werden) liegt () nach CORNEY
in der Grifienordnung 10°, wy bei 10Y Hz und ~ folglich in der Gréfienord-
nung 108Hz. In einer Mikrosekunde nimmt die Energie im Resonator also

auf et ab. Mifst man die Zeit in der dem System angemesseneren Einheit'

LéngedesResonators -8 . ~ -2
Lichtgeschwindigkeit 10 s, 80 ist v~ 107=.

Mehr als am Feld im Hohlraum ist man meist am &dufleren Feld inter-
essiert. Beispielweise sucht man in einer Situation, in der der Hohlraum ei-
ner direkten Messung nicht zugénglich ist, Umgebungsobservable, aus deren
Messung sich Riickschliisse auf das Feld im Resonator ziehen lassen. Mit
der Input-Output—Relation 1.4 lassen sich solche Observablen leicht bestim-
men: so lassen sich beispielsweise alle Korrelationsfunktionen des Felds im
Hohlraum auf Korrelationsfunktionen der In- und Out-Felder zuriickfiihren.
Folglich ist es wichtig zu verstehen, in welchem Sinne a;,(t) und ay,.(t) das
auflere Feld beschreiben.

104 in diesen Einheiten entspricht dem Transmissionskoeffizienten T des Spiegels: T ist
die Wahrscheinlichkeit, daf ein Photon transmittiert wird; {/c entspricht grob gesprochen
der Zeit, innerhalb derer ein Photon im Resonator einmal auf den Spiegel trifft. Daher
ist der relative Energieverlust in dieser Zeitspanne proportional zur Transmissionswahr-
scheinlichkeit.
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Eine andere Frage gilt dem Zusammenhang zwischen einem bei ¢t = ¢,
in der Vergangenheit ,,weit weg“ vom Resonator préaparierten Feld und dem
Feld bei t = t; in der fernen Zukunft ,nach der Wechselwirkung® mit dem
Resonator.

Beidesmal bietet sich also eine streutheoretische Untersuchung der Zeit-
entwicklung an. Dazu wird zunéchst wieder die Streutheorie zur Zeitentwick-
lung U; auf dem Hilbertraum H betrachtet. Mittels kanonischer Zweitquan-
tisierung erhélt man dann eine Streutheorie auf der CCR-Algebra.

1.3 Streutheorie der quasifreien Zeitentwick-
lung

1.3.1 Streutheoretische Untersuchung von Uy
Begriffe und Fragestellungen der Streutheorie[9]

Die Streutheorie untersucht das asymptotische Verhalten von Zusténden
unter einer Zeitentwicklung U; mit dem Ziel, einen Zusammenhang zwischen
der fernen Vergangenheit und der fernen Zukunft eines gegebenen Zustands
zu finden (zu den mathematischen Grundlagen der Streutheorie: vgl. [9]).
Héufig (und auch im Fall der Dilatation U;) geschieht dies am besten durch
den Vergleich mit einer ,freien“ Dynamik Ut(o). Die freie Dynamik des Sy-
stems ,, Hohlraumresonator + umgebendes Feld“ entspricht der Situation, in
der der Spiegel zwischen Resonator und Feld perfekt (d.h. seine Durchléssig-
keit v gleich 0) ist: Ut(o) = e ot @ G,

Besonders interessiert ist man an Zustdnden 1, die ,,asymptotisch frei“
sind, d.h. die sich fiir sehr kleine (bzw. grofie) Zeiten wie ein Zustand _
(bzw. ¥y ) unter der freien Zeitentwicklung Ut(o) verhalten, fiir die also gilt

3¢z lim (U — UVy_) =0,
bzw.
Foy ¢ lim (U = U;"9) = 0.

Zustéande v mit dieser Eigenschaft werden als einlaufende (bzw. auslaufende)
Streuzustinde bezeichnet. Die Abbildungen W_ : ¢ — _ und W, : ¢ +— ¢
nennt man Wellenoperatoren.*!

"Die Notation ist in der Literatur sehr uneinheitlich. In der hier gew#hlten Notation
zeigen die Vorzeichen im Subskript an, ob der betr. Operator den Grenzfall t — 400 oder
t — —oo betrifft. In [9, 7] werden die , Vorzeichen“ entgegengesetzt gewéhlt. Motivation
siehe [9], Kap. X.6.
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Abbildung 1.2: Die Wellenoperatoren W, und €,

Definition 1.3.1 (Wellenoperatoren einer Hilbertraum-Zeitentwicklung)

Seien Uy, Ut(o) zwer stark stetige unitire Gruppen auf einem Hilbertraum H.
Fualls die Grenzwerte

W = stop—lim_ v9u,,
W, = Stop—tginooUg)Ut,

Q= (W)™ = stop— lim U_u”,

QL =Wyt = stop—tlifrn U_tUt(O)

existieren, werden sie als die Wellenoperatoren der Zeitentwicklung U, be-
zeichnet.

Mithilfe der Wellenoperatoren kénnen die zentralen Fragen der Streutheorie
formuliert werden: (1) Existiert zu jedem freien Zustand ein Streuzustand,
d.h. kann ein beliebiges (durch 1 beschriebenes) asymptotisches Verhalten
experimentell realisiert werden (durch die Praparation eines Zustands )?
Das entspricht der Frage, ob die Wellenoperatoren surjektiv sind.

(2) Ist ein Streuzustand 1) durch die Angabe des zugehorigen freien Zustands
schon eindeutig festgelegt, d.h. kann ein System durch sein asymptotisches
Verhalten eindeutig beschrieben werden? Das entspricht der Frage, ob die
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Wellenoperatoren injektiv sind.

Sind fiir eine gegebene Zeitentwicklung U; beide Fragen positiv beantwor-
tet, dann kann das betreffende System (von gebundenen Zustdnden abgese-
hen) vollstandig durch freie Zustdnde beschrieben werden: das asymptotische
Verhalten in der Vergangenheit sagt schon alles {iber die Zukunft. Ein solches
System nennt man asymptotisch vollstindig.

Ist ein System asymptotisch vollstandig, dann sind die Wellenoperatoren
W, Bijektionen und es 148t sich der Streuoperator S definieren, der dem zu
1 gehorenden einlaufenden freien Zustand ¢ den zu 1 gehérenden auslau-
fenden freien Zustand 1, zuordnet: S : ¢_ +— 1. Esist S = W, (W_)"L.
Der Streuoperator fafit die in Streuexperimenten beobachtbaren Eigenschaf-
ten des untersuchten Systems zusammen. Die inversen Wellenoperatoren (die
einem freien Zustand ¢4 den Streuzustand zuordnen, der sich asymptotisch
wie 1 verhilt) seien im folgenden mit Q4 := (W)~! bezeichnet.

Ziel der Streutheorie ist die Bestimmung und Untersuchung der Wellen-
und Streuoperatoren.

Im vorliegenden Fall ist dazu der LAX-PHILLIPSsche Zugang zur Streu-
theorie (siehe z.B. [8, 9]) besonders geeignet.

Lax-Phillips—Streutheorie

Der Lax-Phillips—Formalismus ist auf Systeme anwendbar, deren Dynamik
durch eine unitdre Gruppe auf einem Hilbertraum gegeben ist, deren Ge-
nerator ganz R als rein kontinuierliches Spektrum konstanter Multiplizitét
besitzt. Durch die Kopplung an den Shift wurde genau das erreicht.

Der Lax-Phillipsche Zugang ist fiir das vorliegende System nicht so sehr
der bewiesenen Satze, als der im Hintergrund stehenden geometrischen Vor-
stellung wegen interessant. Sehr hilfreich ist vor allem der Begriff der ein-
und auslaufenden Teilrdume.

Definition 1.3.2 (Ein- und auslaufende Teilrdume, wie in [8, 9])

Sei U, eine stark stetige unitire Gruppe auf dem Hilbertraum H. Fin abge-
schlossener Teilraum D, C H heifit auslaufend, falls gilt:

(1) U(Dy) C Dy ¥Vt > 0.

(2) N (U(Dy)) = {0}

teR

(3) U (U(Dy)) =H.

teR

Gelten fiir D_ (2), (3) und
(1) Uy(D_) C D_Vt <0,
so heifit D_ einlaufender Teilraum.
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Das Standardbeispiel fiir einen auslaufenden Teilraum sind (optische oder
akustische) Wellen, die fiir alle positiven Zeiten in einer kugelférmigen Umge-
bung um das Streutarget verschwinden. Fiir ¢ > 0 ist die (gestorte) Dynamik
auf D, besonders einfach — ndmlich gleich der ungestorten. Wenn man lange
genug wartet, wird jede Anregung des Systems durch U; in den auslaufenden
Teilraum transportiert.

Falls es ein- und auslaufende Teilrdume gibt, folgt schon die Existenz
unitdrer Wellenoperatoren und des Streuoperators.

Satz 1.3.1 (Existenz und Eindeutigkeit der Translationsdarstellungen, (z.B.
[9], Theorem XI.82)

Sei U; eine stark stetige unitire Gruppe auf dem Hilbertraum H und sei
D, C H ein auslaufender Teilraum, dann existieren ein Hilbertraum N und
eine unitire Abbildung R, : H — L*(R,N,) so daf R,(D,) = L*(R*,N,)
und UMY := RLU,RY. der Rechtsshift S, auf L2(R,N.,) ist.

Ebenso qilt, falls D_ ein einlaufender Teilraum ist: es existieren ein Hil-
bertraum N_ und eine unitire Abbildung R : H — L*(R,N_) so daf
R_(D_) =L*R~,N_) und U := R_U,R' der Rechtsshift auf L2(R,N_)
15t.

Diese Darstellungen sind eindeutig bis auf unitire Aquivalenz von N
FEzistieren D, und D_, so kinnen Ny und N_ gleich gewdihlt werden.

Beweis: siche z.B. [8, 9].

(UM, L2(R*T, Ny), L*(R, N5)) heift auslaufende Translationsdarstellung von
(U, Do, H); (U, L2(R™,N2),LA(R,N_)) heiBt einlaufende Translations-
darstellung von (U, D_, H).

Existieren ein- und auslaufende Translationsdarstellungen, so lafit sich
eine Streutheorie konstruieren. Die Operatoren R4 sind dann unitir dquiva-
lent zu den iiblichen Wellenoperatoren W, die iiber den Vergleich mit einer
freien Dynamik definiert werden. Im Prinzip ermdoglicht es Satz 1.3.1, Wellen-
und Streuoperatoren auch ohne eine , freie Dynamik“ zu bestimmen.

Die Streutheorie von U;

Weitere Ergebnisse der Lax-Phillipsschen Streutheorie sind zur Berechnung
des Streuoperators fiir das durch den Zeitentwicklungsoperator U; (1.7, 1.8)
beschriebene, einfache System nicht vonnéten. Die Wellenoperatoren konnen
direkt berechnet werden. Trotzdem ist es niitzlich, sich zunéchst klarzuma-
chen, wie die ein- und auslaufenden Teilriume von (U;, C & IZ(R)) aussehen.
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Lemma 1.3.1 (Ein- und auslaufende Teilrdume von U;)

oo e {(O) e g1 =0 = )

ist fir alle ro > 0 ein einlaufender Teilraum von U;. Ebenso ist

pro :{(3) EH:f(x)zOVx>ro}

fiir alle ro > 0 ein auslaufender Teilraum.

Beweis: Zeige, dal D™ die drei Eigenschaften aus 1.3.2 besitzt. Genauso
148t sich zeigen, daBl D'’ ein auslaufender Teilraum ist.

(1) Ui<o(D™) C D™, denn U<y wirkt auf den auf der positiven Achse
verschwindenden Funktionen als Linksshift um |¢| Einheiten.

(2) DaB der Durchschnitt aller U;-Bilder von D™ der Nullvektor ist, ist
auch leicht zu sehen: sei (?t) € D™ (d.h. suppf C (—o0,—ro]), dann ist
Uixo(3) = (g;); dh. die Elemente in Upo(D™) haben die Form (%) mit
suppf C (—o0, —(ro + |t])]. Damit (2) fir alle Zeiten t < 0 in Uy(D"™) liegt,
muf also suppf N [—(rg + [t]), 00) fiir alle t < 0 leer sein. Also mufl f (fast)
iiberall verschwinden.

(3) Der Beweis, dafi die Vereinigung der U;—Bilder von D™ dicht in H
liegen, ist etwas aufwendiger. Wenn man zeigen kann, daf3 ((1)) in M :=
U (U; D) liegt, dann folgt die Behauptung daraus, daf§ U; die minimale Dila-
tation von e~ ist: dann ist ndmlich (é) zyklisch (d.h. LH {Ut ((1)) ‘te IR} =
C@®IZ(R)) und da mit (}) auch U(}) Vs in M liegt, ist also auch M = M =
CoE(R).

Es ist also eine Folge in den U;—Bildern von D™ anzugeben, die gegen ((1])

konvergiert. Dazu konstruiert man eine Folge ( ]9 ) C D™, fir die gilt: Es
n’mn

gibt eine Folge Rt D (T,,), — oo, so dal Ur, (;)n) — ((1)) Die Folge f,, wird
wie folgt gewonnen: betrachte immer weiter in der Vergangenheit liegende

Urbilder von ((1)), d.h. Vektoren (;:) =U_, ((1)) fiir eine Folge t, — o0. g, ist

eine Funktion mit suppg, C R~. Um (Z") zu einer Folge von Elementen in
D™ zu machen, muf§ g, noch um ry Einheiten nach links geschoben werden
und dann auf die zweite Komponente des Vektors projiziert werden: D™ 5
(ﬁn) = PBadUEO,,)O (Z:) = PBadUSOT)OU_tn ((1)) Da fiir t,, — 00 z, immer kleiner
wird, ist zu erwarten, dafl die Projektion Pg,q immer weniger , kaputtmacht®,

die Vektoren ( ;1 ) dem Uy, 4,,-Urbild von (1) immer dhnlicher werden und die

0



KAPITEL 1. DER OFFENE HOHLRAUMRESONATOR 31

Vektoren Uy, 4, ( ]21 ) gegen ((1)) konvergieren. Eine kurze Rechnung zeigt, dafl

diese Uberlegung korrekt ist. Also liegt ([1)) in U, (Uy(D™)). Wie oben gezeigt
ist damit dank der Zyklizitét von (j) die Eigenschaft (3) schon bewiesen. m

Ein Zustand aus dem einlaufenden Teilraum D' tritt also frithestens nach
ro Zeiteinheiten mit dem Streutarget im Wechselwirkung.

Der auslaufende Teilraum D’° enthélt Zusténde, deren Zukunft durch die
freie Zeitentwicklung bestimmt wird, und die schon seit o Zeiteinheiten nicht
mehr in Wechselwirkung mit dem Streutarget stehen.

Die Wellenoperatoren

Satz 1.3.2 (Berechnung der Wellenoperatoren)

Die Wellenoperatoren W_, W, : C @ [Z(R) — I?(R) und ihre Inversen
Q0,0 : ZR) - CaIE(R) (vgl. Def. 1.3.1) existieren und sind unitir.
Sie sind gegeben durch

W_ = ( 2 iAe N xpe (@)z f o fAye™ [T e f(—s) ds xn+ () ) ,
(1.22)

Wi = (2= —iyqe’xg-(2)z [ f—ye? [[" e f(—s)ds xw-(z) ),

A e VT e f(s)ds
= < [ f=7e [T e f(s)ds xr+(2) ) ’ (1.24)

.= [ f iV et s)ds . (1.25)
f o f—e 5 f(s) ds xn-(x)
Beweis: Der Beweis wird fiir W, €2, gefiihrt, fiir W_, Q_ geht er analog.
Um die Behauptung zu beweisen, rechnet man die Existenz des Grenz-
werts auf drei Teilriumen (D9, D° und {(7) : z € C}), die zusammen H
aufspannen, nach.
(1) Auf D wirkt U, fiir positives ¢ genauso wie Ut(o). Daher ist W, auf die-

sem Teilraum die Identitét: W, (D'°) = D’° und (f|0+) LA (40).
R

f|R+
(2) vu, (1) = —iy/Ae*X[—10(x). Der Grenzwert fiir t — oo existiert und
. _ oW
ist —i/7yeMxr-(z) € B(R7). Also: (§) —> (xH_iﬁengR_(x)z) e D°.
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(3) Es geniigt, W, auf einem dichten Teilraum von D° zu betrachten, z.B.
auf dem der Funktionen mit kompaktem Tréger. Sei R > 0 und (?) € DY
mit suppf C [—R,0]. Dann gilt fiir ¢t > 0:

0 0 0 0 0
0 (5) = v e Ua(})

::(’:;):gGLQ(]Rﬂ

© (0 0) w
= U () +entin(y) )

Damit ist der Fall (3) auf die Falle (1) und (2) zuriickgefiihrt. w und ¢ sind
gegeben durch

()~ oo ot o )

Der lim; . Uﬁ? U, (2) existiert und ist (ff,yem s e’\s(')f(fs) dsxR—(w)) cD°.
W, ist nach Definition offensichtlich normerhaltend, also injektiv. W, ist
surjektiv, da — wie man schnell nachrechnet — Vf € I3(R)3Q, f € H sodaB
W, (Qyf). Also ist W, : H — Hp unitéir und (W)™ =Q,.
]

Die Wellenoperatoren W, erméglichen es, das asymptotische Verhalten
jedes gegebenen Zustands zu bestimmen. Mittels der Operatoren 2., 1483t
sich zu gegebenem asymptotischen Verhalten (z.B. ,das System wurde (in
der fernen Vergangenheit) im freien Zustand 1;, prapariert”) berechnen, wie
der zugehorige Streuzustand aussieht.

Dazu ist die folgende Eigenschaft der Wellenoperatoren niitzlich

_ (0)
Uy = QU (1.26)
UOwWyL = WU,

die es erlaubt, die Zeitentwicklung eines Streuzustands 41, auf die freie
Zeitentwicklung des (freien) Zustands ¢y zuriickzuspielen. (Zum Beweis:
U, (lim, 0,09 = 1im, U, .U "= (lim, U, U U usw.)

Gelegentlich ist es giinstig, die Wellenoperatoren als Abbildungen von H
nach H zu betrachten, indem I#(R) mit Hy = {(;) € H: z =0} identifiziert
wird. Dann sind W injektiv und isometrisch aber nicht surjektiv und €.
surjektiv und isometrisch aber nicht injektiv.
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Der Streuoperator
Mit den Wellenoperatoren 148t sich jetzt auch der Streuoperator

S: T3 R) — EZ(R)

S = Wy (W) ' =W,
S = (f — f—ve)‘x/ e M f(s) ds). (1.27)

bestimmen. Der inverse Streuoperator S~ : I?(R) — I#(R), der einem aus-
laufenden freien Zustand den zugehorigen einlaufenden zuordnet ist

St = (f — f —fye’\x/ exsf(s) ds) :
Im Frequenzbild nimmt der Streuoperator eine besonders einfache Form an.
Der fouriertransformierte Operator S ist durch die Multiplikation mit einer
unimodularen Funktion o gegeben:

S = (waf). (1.28)

i(w—wo) — 3

Die Wechselwirkung mit dem eindimensionalen System bewirkt also eine fre-
quenzabhéngige Phasenverschiebung der Umgebungsanregung.

Input-Output—Beziehung im Rahmen der Streutheorie

Die Input-Output-Relation 1.15 ist eine Randbedingung, der zwei unabhéngig
voneinander (bei endlichen Zeiten tg,t;) spezifizierte Anfangsbedingungen
der Schrodingergleichung 1.12 geniigen miissen, damit sie zur selben Losung
gehoren. Der Grenzfall g — —oo,t; — 400 148t sich nun leicht angeben:
die freien Zustinde f, und f; miissen iiber den Streuoperator in Beziehung
stehen: f; = S'fy. Im Fourierbild heifit das:

i(w — wo) +

Fout(w) = S fin(w) = 2 fin(w). (1.29)

i(w—wp) —
Wiéhrend diese Gleichung die ein- und auslaufenden freien Zusténde in
Beziehung setzt, die zum selben Streuzustand gehoren, gibt die Gleichung
1.18 im Grenzfall t5/1) — -/(+)00 eine Bedingung an, die die zum selben
freien Zustand f gehorenden ein- und auslaufenden Streuzustinde erfiillen:

UQ_f—UQ f=Q U f—.U"f = —iﬁ/ U, (f(so_ t)) ds. (1.30)
R
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1.3.2 Zweitquantisierung der Wellenoperatoren

Wie die Zeitentwicklung U; so lassen sich auch die Wellenoperatoren und der
Streuoperator zweitquantisieren: agq, (W(f)) = W(Q(f)) usw. Entspre-
chend transformieren sich (sofern sie definiert sind) die Feldoperatoren und
die Erzeuger und Vernichter.

Wie sind die Bogoliubov-Transformationen aq, , aw, bzw. die zu ihnen
dualen Transformationen vq, , vy, zu interpretieren?

Zunéchst ist zu beachten, dafl sie keine Automorphismen auf CCR(H)
sind, da W, €24 unitiare Abbildungen zwischen verschiedenen Hilbertraumen
H=Ca&I(R) und Ho = BF(R) sind.

aw, : CCR(H) — CCR(H,) W(j) — W (W4 (;))

und
aq. : CCR(Hy) — CCR(H) W (f) — W(Q+f)

sind C*-Algebra—Isomorphismen.

Ho 148t sich kanonisch mit einem Teilraum von H identifizieren und
CCR(H,) entprechend mit einer Unteralgebra von CCR(H): CCR(H,) =
1@ CCR(B(R)) = Alg{W (}) : f € B(R)} C CCR(H).

Insofern kénnen ayy, als Abbildungen von CCR(H) in sich aufgefafit wer-
den, die injektiv, aber nicht surjektiv sind. Um auch agq, als eine Abbildung
auf CCR(H) aufzufassen, definiert man &QiW(;) = o(W(2))aq, W (f) mit
einem geeigneten Zustand ¢, auf CCR(C), z.B. dem Fockzustand. g, ist
nun eine surjektive, aber nicht injektive Abbildung auf CCR(H).

Analog zur in Abschnitt 1.3.1 eingefithrten Sprechweise fiir Zustinde (im
Hilbertraum H) seien die Observablen in CCR(Hy) als freie Observablen
bezeichnet. Sie beschreiben Messungen, die nur das Feld in der Umgebung
betreffen. Die Bilder der freien Observablen unter aqg, konnen dann Streu-
observablen genannt werden.

Auf 'H galt:
. z z
Jim U (f) SRS (f) =0 )

0 0
lim UL (g) - Ut“”( ) =0 (II)

t—+oo g
_ 0
Uy = QU0 (I17T)
UOW. = W.U,.

Was 148t sich aus diesen Beziehungen iiber das Zeitverhalten der Observablen
aw, (W (;)) ableiten?
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Heisenbergbild

Da die Zuordnung f — W(f) nicht normstetig ist, iibertragt sich die Kon-
vergenz im Testfunktionenraum nicht ohne weiteres auf die Weyloperatoren.
Stattdessen mufl man sich z.B. in eine geeignete!? Darstellung begeben und
die Konvergenz in der starken Operatortopologie auf dem Darstellungshil-
bertraum formulieren. Dann 1&8t sich unter Verwendung der Ergebnisse aus
Abschnitt 1.3.1 zeigen, dafl im Heisenbergbild gilt:

z z
oy, ooth(f) 0 ozgo) OOéWiW(f)

und

Pemn() = ()

Das heifit, ay, ordnet jeder Observablen « W(;) € CCR(H) die freie Ob-

servable o” <aWiW(;)> € CCR(Hy) zu, der sich atW(]’i) fir t — Zoo

asymptotisch annéhert.
Soll also die Observable W(;) beobachtet werden, so kann die Mes-
sung fiir sehr grofle (sehr negative) Zeiten auch durch die freie Observable

ago) (aW+ , (_)W(;)) beschrieben werden, denn es gilt

(o)) oo () 0

zumindest fiir alle Zustdnde mit gleichméfBig stetigem charakteristischen Funk-
tional. (Denn fiir solche Zustdnde kann aus || f, — gn|| — 0 auf |Cy,(f,) —
Cy(gn)| — 0 geschlossen werden.)

In der Praxis hat man es aber immer mit Streuobservablen in CCR(H)
zu tun, die Annahme ,freier Observablen oder Zustéinde ist eine Idealisie-
rung. Mit den Bogoliubov-Transformationen o, kann die Streuobservable
bestimmt werden, die ein vorgegebenes asymptotisches Verhalten zeigt (sich

néimlich fiir ¢ — oo wie ol W (f) verhilt).

12Geeignet sind z.B. alle GNS-Darstellungen zu einem Zustand mit beschrnktem cha-
rakteristischem Funktional.
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Schrodingerbild

Die zu ayy, , aq, dualen Transformationen sind
v, : S(CCR(Hy)) — S(CCR(H)) ¢ — poaw,

und

va. : S(CCR(H)) — S(CCR(Hop)) ¢ — poaq,.

Mit der Identifikation S(CCR(Hy)) 2 ¢ «— o ® ¢ € S(CCR(H)) fiir einen
beliebigen Zustand ¢y € S(CCR(C)) kénnen vq, als (injektive, aber nicht
surjektive) Abbildungen von S(CCR(H)) in sich aufgefafit werden. Noch all-
gemeiner konnte man ¢ mit einem beliebigen Zustand ¢ auf CCR(H) iden-
tifizieren, der auf den freien Observablen mit ¢ {ibereinstimmt (¢(W(?)) =
e(W(f))Vf € Hp). Die Transformationen vy, lassen sich durch Cyy,, (4) =
C, o W4 auf ganz S(CCR(H)) definieren. Dadurch werden alle Zusténde 1),
mit denen ¢ identifiziert werden koénnte, von vy, auf denselben Streuzu-
stand vy, (@) abgebildet. vy, ist somit eine surjektive, aber nicht injektive
Abbildung auf S(CCR(H)).

Nun 148t sich Gl. (1.31) im Schrédingerbild ausdriicken (wobei ¢ ein mit
einem freien Zustand identifizierbarer Streuzustand ist):

Jin o) (w(5)) =00 (w(5)) 0

oder unter Verwendung von (/1) nur mit der gestorten Zeitentwicklung:

lim i(p) (W (Ji)) — v o v, () <W (;)) — 0. (1.33)

Beide Gleichungen gelten zumindest fiir alle Zustédnde mit gleichméaflig ste-
tigem charakteristischen Funktional (also z.B. fiir quasifreie Zusténde, die
durch beschrénkte Linear- und Bilinearformen gegeben sind). Ist C, nicht
glm. stetig, so ist die Konvergenz im Einzelfall zu priifen (vgl. Beispiel 1.3.3).

vy, weist also einem Zustand ¢ auf CCR(H) einen anderen Zustand
vw. () zu, der sich asymptotisch genauso verhélt wie ¢ und , vergifit“ dabei
den Anfangszustand im Resonator.

Dieses Verhalten ist fiir ein zusammengesetztes System wie das vorliegen-
de zu erwarten: unabhéngig vom urspriinglichen Zustand des kleinen Teilsy-
stems wird der Zustand, dem sich das Gesamtsystem in der fernen Zukunft
anndhert, allein durch den Zustand der Umgebung bestimmt.
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Beispiel 1.3.1 (Erreichen des thermischen Gleichgewichts)

Sei p = s @ Premp, d.h. die Umgebung befinde sich in einem Temperatur-
zustand'® (mit charakteristischem Funktional Cy,,, (f) = e =) und der
Hohlraum in einem beliebigen Zustand pg.

In der fernen Zukunft (t — oo) verhdlt sich der Zustand des zusammenge-
setzten Systems asymptotisch wie viovy, (p); dessen charakteristisches Funk-
tional ist: Copony () = Copuny © Wil = (3) v e W0 G pa 1, W,
unitir sind, ist |[W, U, (ch) =l (;) | und somit ist

z _c(?)2
Ol/toyw+(<p) (f) = e 2”(f)H ,

d.h. Umgebung und Resonator haben nun beide die gleiche, durch c bestimmite
Temperatur. (Es gilt: ¢ = coth(BE), wobei 3 o< 7 und E = wy.)

Es geniigt daher zu spezifizieren, in welchem Zustand sich die Umgebung
befindet, um den Limes des Zustands festzulegen: man , priapariert das Bad
im Zustand ¢p“ und kann dann mittels vy, berechnen, in welchem Zustand
sich das System nach Erreichen des ,,Gleichgewichts“ befindet.

Die Transformationen vq, erlauben es umgekehrt, zu einem gegebenen
Streuzustand ¢ den Umgebungszustand v, (p) € S(CCR(Hp)) zu bestim-
men, dessen , Priparation“ (in der Vergangenheit bzw. Zukunft) unter der
Zeitentwicklung v, zum ,, Gleichgewichtszustand“ ¢ fiihrt.

Beispiel 1.3.2 (Priparation eines Glauberzustands)

So konnte man sich fragen, in welchem Zustand ¢ das Bad (in der fernen
Vergangenheit) prapariert worden sein mijfSte, um jetzt“ (sehr viel spiter)
ein System 1m Glauberzustand zur Testfunktion (1’;) € H vorzufinden.
Beantwortet wird die Frage durch vq, : der Zustand ¢ = g ® Vm(e(:’))
zeigt (fir beliebige Systemzustinde pg) das gewiinschte asymptotische Verhal-
ten. Man rechnet leicht nach, daf$ vo (e (7“;)) ein Glauberzustand auf CCR(Ho)

15t.

13Ublicherweise wird der eichinvariante quasifreie Zustand ¢z mit charakteristischem
Funktional C,,(f) = exp (—3(f, (1 4+ e PH)(1 — e PH)=1f)) als Gleichgewichtszustand
eines Systems mit Hamiltonian H zur Temperatur T o< 37! bezeichnet (vgl. BRATTELI,
ROBINSON, Operator Algebras ... II, Springer, Prop. 5.2.28). Im Modell des weiflen Rau-
schens wird H durch den konstanten Wert F ersetzt. Diese Vereinfachung wird dadurch
gerechtfertigt, daff nur Observablen zu solchen Testfunktionen f betrachtet werden, fiir
die Hf ~ Ef (Schmalbandapproximation, vgl. S.9).
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Beweis: Sei g 1= pg®@ g, (e (’;)), dann gilt nach GI. (1.33):
limy oo 1) (W (5)) = lim, (e (9))(W () = limm, (W04 () =
limt Ocps (O)Ce<‘;) (Q+W+Ut (;)) = hmt Vt(e(Z))(W(;))

Das charakteristische Funktional von ¢ ist

z — L1904 £II2+i2Im( (V)0 — L1717 4i2Im
C,(5) = Coal2)Cpy (o)) () = Cip(@)e 21T IHEME 00 — o3IV (5.1,

Das Bad ist also im Glauberzustand zur Testfunktion W (7;’) € B(R) zu
praparieren.

Noch ein paar Worte zur Bezeichnung von vy, () als ,,Gleichgewichtszu-
stand“:

e Damit ist nicht gemeint, dafl die Erwartungswerte aller Observablen
konstant sind. vy, () ist in der Regel kein zeitinvarianter Zustand
unter der Dynamik 1.

o vy, () ist Gleichgewichtszustand in dem Sinne, dal er das Gesamtsy-
stem beschreibt, nachdem die (sehr lange andauernde) Wechselwirkung
den irrelevanten Anteil der Anfangsbedingung (ndmlich den Zustand im
Resonator) tiberdeckt hat. vy, beschreibt — in einer Analogie aus der
Mechanik — das zusammengesetzte System nach Ende des Einschwing-
vorgangs.

o Anders als die Zusténde W (;) im Hilbertraum unterliegt vy, () der
gestorten Zeitentwicklung v;.

e Anders als in der Hilbertraum-Streutheorie ist der Resonator nicht
in irgendeiner Weise ,leer. Es ist vy, (p) € S(CCR(H)) (nicht €
S(CCR(Hy))) und die Erwartungswerte der Feldoperatoren ®(7) ver-
schwinden z.B. nicht, wenn ¢ = e(g) mit Im(g, W,.(3)) # 0.

Natiirlich kann man die Wellenoperatoren auch auf Zustdnde wirken las-
sen, deren charakteristisches Funktional nicht gleichméfig stetig ist. Dann
kann jedoch nicht mehr ohne weiteres aus

Jim (U0, (;) - Wy (’;) =0 (¥

z z

i vy o007 () = ()07 ()0 =0

t—o0

auf

geschlossen werden. Es ist vielmehr fiir jede Observable zu priifen, ob die in
Gl. (1.33) behauptete Konvergenz der Erwartungswerte gilt. Dies soll jetzt
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am Beispiel eines Zustandes, der eine ebene Welle beschreibt, vorgefiihrt
werden.

Der quasifreie, kohérente Zustand, der eine ebene Welle der Frequenz w,
und der Energiedichte w beschreibt, wird in [14] konstruiert und untersucht.
Er ist nicht auf ganz CCR(Hy), sondern nur auf der CCR-Algebra iiber dem
Préahilbertraum der schnellfallenden Funktionen S(R) definiert. Sein charak-
teristisches Funktional ist

pew (W (D) = oxp (=3I + i2utme, (1)

Dabei ist L, die Punktauswertung an der Stelle w.

Beispiel 1.3.3 (Streuung einer ebenen Welle am Hohlraum I)

Im Zustand pgw gilt limy_ |14 0 u(_(l)(gp)(W(;)) - VW+(g0)(W(;))| = 0. Der

Beweis erfolgt, indem gezeigt wird, dafs U@Ut (;) punktweise gegen W (‘;)
konvergiert.
Unter Verwendung der Ausdricke aus Anhang B (S. 94) ist fir t > 0:
—Zt_ —dt pt _AsF
e —iy/7e e f(—s)ds
U(O)Uz: ' 2 —iy/ye” 2" [ Ay i ) '
—t t(f) (ffz' %Ajiw(1, e—(A—w)t)Z,\/’;Tr)\jm f_Oteﬂwxf(x)der\/g?e g‘iw )t fotemf(*w)dﬂﬁ)

Die Systemkomponente und die unterstrichenen Terme der Badkompo-

; ’ 0 —iwz F
nente konvergieren fir t — o0 gegen 0. \/%f_te fx)dr = fxrio(w)

konvergiert fir alle w gegen fxm-(w).
Auf CCR(S(R)) gilt damit: @y (o, W (f)) = im0 0w (a2 oa, W(f)).
Wird also die Umgebung im Zustand ppw € S(CCR(S(R))) prépariert,
dann ist der Zustand des Gesamtsystems nach Ende des ,Finschwingvor-
gangs“ durch vy, (ppw) € S(CCR(C @ S(R))) gegeben. Das heifit, die oben
gegebene Interpretation gilt auch fir gy, obwohl C. nicht glm. stetig ist.

PEW

Es gilt vy, (ppw )(W (;)) = exp <—%HW+ (]Zc) 1?4 iw2Im( Ly, (W (;)») =

~ ; oo
exp (—%H (]Zc) 1> + i21m<\/§m, 2) + iw2Im(fxr+ (we) + %b@,)).
Dieser Zustand ist ein Produktzustand auf CHTZ(R™)®1Z(R"). Im Resona-
tor stellt sich ein kohdrenter Zustand ein, auf den auslaufenden Testfunktio-
nen dandert sich der Zustand nicht und die einlaufenden Testfunktionen (mit
suppf C R™) erfahren eine frequenzabhingige Phasenschiebung.

Streuoperator

Die Zweitquantisierung vg des Streuoperators S = W, Q_ : Hy — Hy ver-
mittelt wie gehabt zwischen den ein- und auslaufenden freien Zusténden:

Vg (Vm(‘ﬂ)) = vo_(p).
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Damit 148t sich schnell bestimmen, welcher auslaufende freie Zustand zur im
vorigen Beispiel beschriebenen ebenen Welle gehort.

Beispiel 1.3.4 (Streuung einer ebenen Welle II)

Die Umgebung werde in einem Zustand ppw prdpariert. Lange nach der
Streuung am Hohlraum befindet sich das umgebende Feld dann im Zustand
vs(wrw), dessen charakteristisches Funktional durch

—wo)+F

L2 iwe
2P +i2wlm(GE—2 5%

S(R) > f e Feell)
beschrieben, d.h. die Phase der ebenen Welle ist (fir w. # wo) modifiziert
worden.

Mit Lemma 4.12 aus [1]] folgt, dafi die Zustinde ¢pw und vs(@pw)
disjunkt sind.

Daher besitzt die aus den GNS-Darstellungen zu ¢ und vs(p) konstruierte
Darstellung 7, ® m,4,) von CCR(S(R)) ein nicht-triviales Zentrum.

Selbstadjungierte Operatoren im Zentrum konnen als klassische Observa-
blen gedeutet werden, d.h. als Observablen, die mit allen ibrigen Observa-
blen kommutieren und deren Messung den Zustand des Systems nicht beein-
trachtigt. Im Zentrum liegen auch Observablen (z.B. m,(id) © m,4,)(0)) die
es ermdglichen, zwischen den Zustinden pgpw und vs(ppw) unterscheiden.
Daher sagt man auch, daf$ disjunkte Zustdnde Kklassisch unterscheidbar sind.

Input-Output—Beziehung

Die Zweitquantisierung von Gl. (1.18) liefert nun fiir W(f) € CCR(H,) eine
Beziehung zwischen ein- und auslaufenden Streuobservablen:

. 1
a0 (an, —ag )W(f) =1i,/AW </ f(s—=1t)Us (O)) )
R
Fiir die Feldoperatoren ®( f) gilt in einer regulidren Darstellung entsprechend:
a0 (g, —ag )O(f) =
. 1
aoag, O(f) —moag O(f) = i,/yP (/ f(s— t)Us<0))
R

Fiir Erzeuger und Vernichter gilt damit:

AN = AQN O =iv7 [ To=Datds. (134
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Diese Input-Output—Relation ist die Entsprechung der formalen Beziehung
(1.4). Man erhélt diese aus Gl. (1.34), wenn man f durch die é-Distribution
bei x = 0 ersetzt.

Wird z.B. die Losung der Heisenberg-Gleichung zur ,,asymptotisch spezi-
fizierten Anfangsbedingung ‘A(;) (o) = A(g)"‘ gesucht, so ist sie zur Zeit
t gegeben durch o;aq jEA(S).

Dies legt nahe,

A (f) = aQA(;D und

Aol ) = a0, 4 ()

als Input- und Output—Operatoren zu bezeichnen. Mit ihnen beschreibt man
(im Heisenbergbild) das ein- bzw. auslaufende Streufeld, das fiir t — —/(+)oo
asymptotisch wie die f-Mode eines freien Feldes aussieht.

Gleichung (1.5) ist dagegen eine Relation zwischen den Fourierkompo-
nenten der ein- und auslaufenden freien Felder. Man erhélt sie durch Zweit-
quantisierung von Gl (1.29): W (four) = W (S fin).

Oder fiir den Vernichter:
i(w—wo) + 3

2 f,0). (1.35)

i(w—wy) — 2

A(fout) = A(

Fiir eine Mode mit scharfer Frequenz f;,(w') = §(w' — w) gilt

_ i(w—wp) —

A(fout) o —wo) +

N2 |02
S
=
3
N—

die Beziehung (1.5) aus Abschnitt 1.1.
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1.4 Der an mehrere Bider gekoppelte Hohl-
raumresonator

Ohne groflen Aufwand kann die Zahl der Warmebéder, an die der Hohlraum-
resonator gekoppelt ist, erhéht werden. Der Einteilchen-Hilbertraum ist dann
HD = CalB(R)D...®13(R) (L-mal der I2(R)). Elemente (z, f1 ... f1)
von HY) werden kurz mit (z, f*)) bezeichnet.

Als Hamiltonian H" des markovsch (mit Kopplungskonstanten'* ,, k =
1,..., L) an L Béder gekoppelten Resonators liegt es im Hinblick auf Gl. (1.11)
nahe, folgende (L + 1) x (L + 1)-Blockmatrix anzusetzen.

Z = wo fO = A fO0) o [P AL fR(0)
z > /126(x) f —i%f(l) 0 e
: 0 0

z = \/20(x) 0 e —id fB)

HL —

HW st definiert auf dem dichten Teilraum
DHWD) = {( ffk)) e HD : fW|pe € WHRE) und f®(07) — fP(07) = —iy/ 32 Vk} :

Die von H®) generierte Zeitentwicklung ist

2t
Ui <f<z’“’) - (fé’“’)’

¢
z=e My — z/ et Z VP (—s)ds (1.36)
0

l

wobel fir ¢t > 0

und

t—x
t(k:) _ _Z ,yke)\(.r—t) ZX[O,t]—’_Stf(k) . /,ykeA(Z‘—t) Z \/% / eASf(l) (—8) dS X[O,t] (ZL’)
! 0

(1.37)
fir alle k = 1,..., L gilt. (Alle Summen in diesem Abschnitt laufen von [ = 1
bis [ = L.)

14 Auch im Fall mehrerer Béder kénnen die Kopplungskonstanten «j oBdA als reell und
positiv angesetzt werden, da sich die diesbzgl. Argumentation aus Abschnitt 1.2 offensicht-
lich auf L Béder ausdehnen 14fit.
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Ut(L) ist im Fall L > 1 keine miminale Dilatation mehr. Es zeigt sich
aber, daf sich der Resonator so verhalt, als wenn er iiber einen Spiegel der
Durchléssigkeit v = > v, an ein Bad gekoppelt wére. Es kommt also qua-
litativ nichts Neues zum System aus Abschnitt 1.2 hinzu; anschaulich von
Interesse ist aber z.B. der an zwei Warmebader gekoppelte Hohlraumresona-
tor: er stellt einen einfachen Frequenzfilter dar. Daher wird noch angegeben,
wie Ut(L) auf Ut(l) zuriickgefiihrt werden kann.

Der folgende Satz prézisiert die Aussage, dafl zum einseitigen Hohlraumre-
sonator ,,nichts Neues hinzukommt®.

Satz 1.4.1 (,U" = U, © (8L15)%)

Der Einteilchen-Hilbertraum H'Y) zerfillt in zwei zueinander senkrechte Teil-
riaume IC, K+ mit folgenden Eigenschaften:

(1) HP = K @ K+

2) UMK = K und UP KL = KL fiir alle t € R.

( t t

eingeschrinkt auf IC ist unitdr dquivalent zur minimalen Dilatation

3) UL eingeschrinkt auf KC ist unitir dquivalent inimalen Dilatati
von e~ 0TI it oy =3 .

(4) Ut(L) eingeschrinkt auf ICt ist unitir dquivalent zur Zeitentwicklung von
L — 1 ungekoppelten Wirmebddern, d.h. zu L — 1 Kopien des Shifts.

Beweis: Der Beweis von (1)-(4) erfolgt durch Angabe von K und der
unitéren Transformation V, die die Aquivalenzen (3),(4) vermittelt.

Der Teilraum K ist genau der Teilraum, der von den Bildern des (nun
nicht mehr zyklischen) Vektors (1,0, ...,0) unter Ut(L) aufgespannt wird. Die
Kopplungen an die verschiedenen Béder unterscheiden sich nur durch die
Grofle der Kopplungskonstanten v, voneinander. Daher fithrt die Zeitent-
wicklung von (1,0,...,0) zu (bis auf einen Faktor ,/vy) identischen Anre-
gungen in den Badern. Also ist

K= {(f(zk)> eH: f® = \/%f(l)} . (1.38)

Die Invarianz von K unter U”) sieht man GI. (1.37) direkt an: Unter der
Zeitentwicklung werden die f*) nach rechts verschoben und es wird ein Sum-
mand /7 (—72—zX[o, (7)) hinzuaddiert, der die Proportionalitdt der Béader
zueinander respektiert.
Da Ut(L) unitér ist, 148t es dann auch Kt invariant.

Es bleibt noch, die Behauptungen (3) und (4) zu beweisen. Dies geschieht
durch Angabe der Unitaritét V. Ein beliebiges Element ( f(zk)) € 'H 1aBt sich
eindeutig schreiben als
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z z 0
<f(k)) - < @Zl ﬁf(l) ) + ( fk) @Zl \/’Wf(l) ) (1.39)

oder mit F( := 3", %f(l) als

k o Yk (1 ky _  JaepQ) )
f) jF() f&) jF()

Der erste Summand, (\/fT:F“))’ liegt in K und der zweite, (f<k)_5%F(l>), in

K+, V soll nun so definiert werden, dafl es den ersten Summanden unitir auf
ein Element des € @ I#(R) abbildet und den zweiten Summanden auf die
direkte Summe von L — 1 I?(R)-Funktionen. Auf K ist es offensichtlich, wie

V' zu definieren ist
z z
() )0

auf K+ ist es nicht so klar. Eine Moglichkeit ist die folgende: Sei {e, : n =
.., L} die kanonische Orthonormalbasis (ONB) des CF, sei {b, : n

1, ..,L} C CF eine andere ONB mit b; := (1/71 1/77"’,.. 1/“) und sei

{fn:n € N}eine ONBdes I?(R). Dannist B := {f,by : n € N, k = , L}
zusammen mit (é) eine ONB von H").
V wird nun durch seine Wirkung auf B definiert:

“(o) = ()@
Vb = @)@O Vn e N,

Vi = 06D faekr  VI<k<LneN

Der Operator V' bildet ONB auf ONB ab und ist daher unitér, und es
gilt:
vVt = U, @ s¢!

wobei St(") der Rechtsshift mit Multiplizitit n ist, und U; die minimale unitére
Dilatation von e~ (*0*2)¢ (vgl. Gl. (1.7)) bezeichnet. u
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Ist also ein singuldr an L Biader gekoppelter Hohlraumresonator (mit
Kopplungskonstanten ;) zu untersuchen, so ist der mit Ut(L) zeitentwickelte
Vektor (zo, fék)) gegeben durch

) - () e ()
= U, =V'vVU>v'v
Q@) RV t £

= vt (Ut (F(Ol ) o SEED ,Fé”)) (1.40)

mit V, F*) wie oben.
Ebenso ergeben sich die Wellen- und Streuoperatoren Wf), Q;L ), S als

unitar dquivalent zu Wi & id, ..., im wesentlichen also als die Operatoren
aus Abschnitt 1.3.2 mit Kopplungskonstante v =", ;.

Zweiseitiger Hohlraumresonator

Fiir den Fall L = 2 sei jetzt noch der Streuoperator angegeben. Fourier-
transformation in allen Bidern 18t die Riume /C,Ct invariant und ver-
tauscht mit V. Daher gilt die Gl. (1.40) auch, wenn die Funktionen im Fre-
quenzbild angegeben werden. Da der Streuoperator dann einfacher ist, wird

ab jetzt im Frequenzbild gerechnet. Es ist F(}) u f 772 @ und

F® = %f(z) — ,/%f(l) sowie v = 71 + v2; G®) bezeichne das Bild der

Funktion F® unter S. Mit diesen Ausdriicken l#8t sich der Streuoperator
S wie folgt schreiben.

0
0 0
2) 1 — Vv g@yt @) =yt (2)
) = s ((Fm) o) = (o) 2 )
7_1(;( /22 F(2)
- "/2G (1) + ’YlF
w—wo)+ 5= V2
| Tt T w1 |
V172 7O 4 i(w—wo) + 3 71]”(2)
i(w—wo) — 3 i(w—wo) — 3

Damit 148t sich nun die Filterwirkung dieses Systems nachrechnen.
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Beispiel 1.4.1 (Zweiseitiger Hohlraumresonator als Frequenzfilter)

Das Bad werde in dem zur Testfunktion g = (¢'V,0) gehorenden Glauberzu-
stand e(g) prapariert, d.h. das zweite (rechte®) Bad befinde sich im Vakuum-
Zustand und das erste (,linke“) Bad in einem Glauberzustand zur Testfunk-
tion ¢V. Betrachtet wird nun die Teilchenzahl in einer Mode des rechten
Reservoirs, d.h. die Observable N(f) = A'(f)A(f) zu einer Testfunktion

f=0,0,f)[1f®] =1.
Der Erwartungswert von N(f) im Zustand @qq mit f,g € H wie oben
st damat erwartungsgemdfs gleich 0:

Pe(e)(N(f)) = (g, /)I? = 0.

Nach der Streuung am Hohlraum befindet sich das Bad im Zustand vs(ge()),
fiir den gilt

vs(¢e(e) (N (f)) = e (N (S£)) = g, SHI”

Setzt man S = S ein, so ergibt sich

sl (V) = w0 || 50) s PP

Wihlt man beispiclsweise speziell fiir f2) eine (Approzimation der) Delta-
funktion bei w = ', dann ergibt sich (angendhert)

vs(oew) (N () o S apalo™ @)

die Besetzungsdichte der Moden wird also mit zunehmendem Abstand der
betrachteten Frequenz w' von wqy immer stirker reduziert.® Die Abnahme
wird durch eine Lorentzkurve mit Halbwertsbreite 3 beschrieben. Dieses Er-
gebnis rechtfertigt die Bezeichnung des zweiseitigen Hohlraumresonators als
Lorentz—Frequenzfilter. Die beste Filterwirkung erhdlt man im Fall v; = ~s.

15Wird stattdessen die Besetzungszahl in einer Mode im linken Bad betrachtet, so ist
diese nach der Streuung in der Umgebung von wy am stérksten reduziert.



Kapitel 2

Erzeugung von gequetschtem Licht im
parametrischen Resonator

Ziel dieses Kapitels ist es, die in den vorigen Abschnitten dargestellten Metho-
den auf ein anderes quantenoptisches System — den offenen parametrischen
Resonator — anzuwenden. Parametrische Resonatoren sind von besonderem
Interesse, da sie zur Erzeugung von gequetschtem Licht gut geeignet sind
und sich (im Rahmen einiger plausibler Ndherungen) durch eine quasifreie
Zeitentwicklung beschreiben lassen.

Im folgenden werden kurz die im Zusammenhang mit gequetschten Zu-
stdnden vorkommenden Begriffe eingefithrt und nach einer knappen, der
quantenoptischen Literatur [2, 1] folgenden Beschreibung des parametrischen
Resonators dessen Einteilchen—Zeitentwicklung U; untersucht. U, ist durch
eine nicht mehr unitire sondern nur noch symplektische! Gruppe gegeben.
Auch fiir diese Zeitentwicklung existiert eine Streutheorie, so dafl der Input-
Output—Formalismus wieder als Zweitquantisierung der streutheoretischen
Betrachtung von U, verstanden werden kann.

2.1 Squeezed Light

Ein Zustand ¢ auf CCR(H) wird als gequetscht (squeezed) bezeichnet, wenn
die Varianz einer Observablen A kleiner ist als in einem Referenzzustand w.

In diesem Sinne ist jedoch jeder Zustand gequetscht: es sind nur A und w
geeignet zu wihlen. Es ist daher sinnvoll, Observable A und Referenzzustand
w in die Definition mit aufzunehmen, wie es in folgender Definition geschieht
(die leicht verallgemeinert aus ([13], IV) iibernommen ist.

1Zur Definition von symplektischen Réumen und Abbildungen, siche Anhang A.

47
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Definition 2.1.1 (Gequetschte Zusténde)

Seien p,w Zustinde auf der Observablenalgebra A und sei M C A.
Dann heifit ¢ M-gequetscht relativ zu w, falls

inf {Var(p, A) : A€ M} <inf{Var(w,A): Ae M}.
Dabei ist Var(p; A) := p(A?%) — (p(A))? die Varianz der Observablen A.

Das heifit, der Zustand ist squeezed, wenn die kleinste, bei den relevanten
Observablen auftretende Schwankung geringer ist als im Referenzzustand.
Meistens wird Squeezing beziiglich einer Observablen A betrachtet, d.h. es
ist M = {A}. Gewdhnlich geht es speziell um die Schwankung eines Feldope-
rators ®(f), die mit den Werten im Vakuumzustand ¢ verglichen wird.
Obwohl , rauschunterdriickte Zustédnde® in der Quantenmechanik wohlbe-
kannt sind, finden gequetschte Zustdnde des elektromagnetischen Feldes seit
einigen Jahren in der Quantenoptik grofles Interesse. Dafiir sind wohl zwei
Griinde ausschlaggebend: Zum einen &3t sich, wie CAVES et.al. 1980 zeigten
(Rev. Mod. Phys., 52, S.341f), durch die Verwendung von squeezed states
die Genauigkeit von Interferometer—Experimenten verbessern: das Rauschen
der MeBapparatur kann unter den Vakuum-Wert abgesenkt werden. Zum
anderen stellen squeezed states das Paradebeispiel der sog. nichtklassischen
Zusténde des elektromagnetischen Felds dar. (Als klassisch werden in diesem
Zusammenhang Zustédnde bezeichnet, die eine positive P-Darstellung besit-
zen. Dies ist genau dann der Fall, wenn sie in der konvexen Hiille der Glau-
berzustédnde liegen. Diese Bezeichnung riihrt daher, dafl die Glauberzustéinde
ein Feld beschreiben, das sich in vieler Hinsicht wie ein klassisches elektro-
magnetisches Feld verhilt; in diesem Sinne ,entsprechen® die Zustédnde in
der konvexen Hiille der Glauberzustidnde Ensembles klassischer Felder mit
der Wahrscheinlichkeitsverteilung P.)
SLUSHER et.al. (Phys. Rev. Lett., 55, 2409ff) konnten 1985 erstmals ge-
quetschtes Licht erzeugen. Eine umfangreiche Ubersicht iiber squeezed states
of light findet sich in [12] bzw. dem Sonderheft des J. Am. Opt. Soc. B, 4,
1987.

Ideale gequetschte Zustéinde und der Squeeze-Operator

Ublicherweise (vgl. z.B. [2], Kap. 1, [11], Kap. 21) werden gequetschte Zusténde
im Fockraum iiber C eingefiithrt und zwar in Form einer zweiparametrigen
Familie von reinen Zustinden, die mit |a,€),a € C,e = re®?? € C bezeich-
net werden. Im Zustand |a, €) liegt die Varianz des Feldoperators ®(e?) um
einen Faktor e” unter und die der kanonisch konjugierten Observablen ®(ie')
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um denselben Faktor iiber dem Vakuum-Wert, und das Produkt der beiden
Unschérfen ist minimal (,minimal uncertainty squeezed state“). Da also die
Rauschunterdriickung in einer Observablen mit der kleinstmdglichen Rausch-
verstiarkung in der konjugierten erkauft wurde, heiflen diese Zustédnde auch
1deale gequetschte Zustdnde.

Jeder ideale gequetschte Zustand 148t sich durch eine quasifreie Transfor-
mation vg() aus einem Glauberzustand gewinnen:

|, €) = v o) -
Dabei ist die symplektische Abbildung Q(e)
Qe =re™): zws coshrz — e sinhrz (2.1)

und o = Q(€)a’. (Abgesehen von einer Multiplikation mit einem Phasenfak-
tor sind alle symplektischen Transformationen auf C von dieser Form.)
Man rechnet leicht nach, daf v die Varianz der Observablen ®(e*) in
allen Zustinden ¢ auf CCR(C) um einen Faktor e~?" reduziert und die der
kanonisch konjugierten Observablen ®(ie®®) um den Faktor e*" vergréflert.

Var(®(e?); vg () = Var(O‘Q(E)q)<ei9); 2
= Var(e‘r¢(6zé); ®) ’
= e ¥Var(®(e?); ) < Var(®(e); p)

und
Var(®(ie'); Vo () = e*"Var(®(ie”); ) > Var(®(ie); p)

Alle transformierten Zusténde vg)(p) sind also ®(e*)-gequetscht beziiglich
©.

vo(e) ist der Squeezing Operator, der in [2, 11] (in der Fockdarstellung)
angegeben und mit S(¢) bezeichnet wird.?

Allgemeiner heifit eine quasifreie Transformation v, die einen Zustand
w in einen beziiglich w gequetschten Zustand vr(w) tiberfiihrt, Squeezing-
Abbildung (squeezing transformation). Ein physikalischer Proze8, der durch
eine solche Transformation beschrieben wird, kann daher als , quasifreies
Squeezing* bezeichnet werden. In den folgenden Abschnitten wird ein spezi-
elles physikalisches System untersucht, das (nach einigen Ndherungen) durch
eine quasifreie Squeezing-Transformation beschrieben werden kann.

2Gewohnlich werden die Zustiinde |a, €) definiert durch |o,€) := W (a)S(e)|0), wobei
W (a) die Fockdarstellung des Weyloperators W («) € CCR(C) ist und |0) der (dargestell-
te) Fock-Zustand.
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Fiir die Erzeugung gequetschten Lichts eignen sich vor allem Prozesse der
nichtlinearen Optik, z.B. die parametrische Verstirkung (parametric down
conversion (PDC))?, die im folgenden Abschnitt kurz beschrieben wird.

2.2 Der parametrische Resonator auf dem Fock-
raum

In der klassischen Physik bezeichnet man das resonante Verhalten eines har-
monischen Oszillators unter dem Einflufl einer periodischen Storung geeigne-
ter Frequenz als parametrische Resonanz*.

Ein analoges Verhalten ist in der Quantenoptik in einem Hohlraumreso-
nator, der mit einem nichtlinearen Medium gefiillt ist, zu beobachten, wenn
das System durch Einstrahlung von Licht geeigneter Frequenz angetrieben
wird.

Eine rigorose Quantisierung des elektromagnetischen Feldes in nichtlinea-
ren Materialien ist bisher nicht gelungen. Die in der Literatur verwendeten
Hamilton-Operatoren werden anhand des klassischen Ausdrucks fiir die Ha-
miltonfunktion in einem makroskopischen nichtlinearen Medium ,erraten*
(vgl. z.B. [11], Kapitel 22 oder [12]), indem die klassischen Feldkomponen-
ten durch die bei der Quantisierung des freien Feldes erhaltenen Ausdriicke
(ausgedriickt durch Erzeuger und Vernichter) ersetzt werden. Wie in Ab-
schnitt 1.1 wird der Hamilton-Operator also in der Fockdarstellung angege-
ben.

Um einen Hamilton-Operator zu erhalten, der einen Squeezing-Prozef3 be-
schreibt, geniigt es, die niedrigste Ordnung der nichtlinearen Wechselwirkung
zwischen Feld und Medium zu beriicksichtigen. Sie findet Ausdruck in einen
Term Hppe, der zum Hamilton-Operator des ,leeren” Hohlraumresonators
addiert wird und, anschaulich gesprochen, einen Drei-Photonen—Prozef3 be-
schreibt, in dem ein hochfrequentes Photon in zwei niederfrequente Photonen
iibergeht und umgekehrt.

th o
Hppe = 5 Z <X,(j,)na,ta;am - X,(jilakala,l) : (2.2)
k,lm

Die a; bezeichnen die Vernichter von Eigenmoden des Hohlraums. Die Sum-

me schliefit alle (relevanten) Eigenmoden ein. Die Materialkonstanten X,(jzn

3Der Nachweis von Squeezing durch parametric down conversion gelang erstmals WU
et.al., Phys. Rev. Lett., 57, 2520 (1986). Weitere Prozesse zur Erzeugung gequetschten
Lichts sind z.B. in [12] zusammengestellt.

“Eine schéne Darstellung der klassischen parametrischen Resonanz findet sich in [12].
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beschreibt die nichtlineare Suszeptibilitdt des Mediums. Sie hangt (wie durch
das Subskript angedeutet) von den beteiligten Moden ab.

Um zu einem einfachen Modell fiir die Erzeugung gequetschten Lichts
zu gelangen, werden an diesem Hamilton-Operator zahlreiche , Naherungen“
vorgenommen, die zusammen zu einer quasifreien Zeitentwicklung fithren.
Wie in Abschnitt 1.1 konnen diese Modellannahmen hier nur motiviert wer-
den. Wie ,gut® das Modell ist, muf} sich im Vergleich mit dem Experiment
erweisen.

Daf iiberhaupt von Hppe ausgegangen wird, impliziert schon die erste
Néherung, ndmlich die Vernachléssigung aller nichtlinearen Prozesse hoherer
Ordnung. Wie im vorigen Kapitel wird ein eindimensionaler Resonator und
eine Polarisationsrichtung des Feldes betrachtet. Die Schwingungmoden im
Resonator sind damit durch ihre Energie E} schon eindeutig festgelegt. In
der Drehwellenndherung werden nun alle nicht energieerhaltenden Terme von
(2.2) vernachlissigt, d.h. alle Summanden k, [, m mit Ey # E, + E,,.

M Y2
In; f ! Outsy
_— I | —
2&)0 I w I
| < 0 > |
Out1 ! ! Ing
- | I -
L J
Z(R) ® C & [ER)

Abbildung 2.1: Der offene parametrische Resonator

Die wesentliche Modellannahme ist die parametrische Ndherung: sie geht
davon aus, dafl der Resonator durch einen sehr intensiven Pumpstrahl der
doppelten Grundfrequenz wy angetrieben wird, und dafl daher das Feld bei
der Pumpfrequenz 2wy klassisch, und zwar durch eine ebene Welle E(t) =
FEoe~ 20t heschrieben werden kann (statt durch den Vernichter ay,). Dadurch
vernachlédssigt man die (klassischen und quantenmechanischen) Fluktuatio-
nen der Pumpintensitdt und die Modifikation des Pumpstrahls durch die
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Wechselwirkung mit dem Kristall.> Zusammen mit der Drehwellenniherung
fithrt die parametrische Ndherung zu einer quasifreien Dynamik.

Eine weitere Vereinfachung erreicht man, wenn man annimmt, daf} sich die
beiden erzeugten niederenergetischen Photonen in derselben Mode befinden;
man spricht dann von entarteter parametrischer Verstirkung. In ([13], I1I)
wird gezeigt, daf sich der nichtentartete Fall auf den entarteten zuriickfithren
148t — allerdings auf Kosten einer Verdopplung der Zahl der zu betrachtenden
Moden.

Im folgenden wird der einfachste Fall betrachtet und nur die Resonator-
Mode mit der Frequenz wy beriicksichtigt. Dazu mufl insbesondere sicherge-
stellt sein, daf die den Hohlraum begrenzenden Spiegel bei der Pumpfrequenz
2wq eine sehr hohe Durchléssigkeit haben, so daf§ bei dieser Frequenz prak-
tisch keine Resonanz mehr auftritt. Andernfalls konnte das Vorhandensein
der Pumpmode im Resonator nicht vernachléssigt werden.

Der Modell-Hamilton-Operator fiir die parametrische Verstéarkung ist also

]HPDC = % (Ep(CLT>2 — @az) .
Dabei beschreibt €,(t) = x? E(t) die effektive Stiirke der nichtlinearen Wech-
selwirkung.

Der vollstandige Hamilton-Operator des (abgeschlossenen) parametrischen
Resonators ist somit Hg := hwga’a + Hppe.

Die Kopplung eines offenen parametrischen Resonators an die Umgebung
wird durch dieselben Hamilton-Operatoren Hy, Hp wie in Abschnitt 1.1 be-
schrieben. Insbesondere ist H wieder auf die in Abschnitt 1.1, S.9 beschrie-
bene Weise ,,renormiert®.

Zum besseren Vergleich mit der Literatur wird ein zweites Bad beriick-
sichtigt. b(k,w) bezeichnet den Vernichter einer Mode der Frequenz w im
kten Bad (k = 1,2), die Transmissionskoeffizienten der beiden Spiegel sind
Y. Der Gesamthamiltonian H ergibt sich als

H = Hs+Hp+ Hg

h
= hwoa'a + % (ep(al)? — a?)

2
+Z/]Rhwa(k,w) b(k,w) dw
k=1

- ihZ’yk/]R (b(k,w)a’ — ab'(k,w)) dw. (2.3)

Ein Ansatz zu einer operatoralgebraischen Begriindung dieser Niherung findet sich in
[12], S.75.
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Es zeigt sich (in Abschnitt 2.3), dal H die Zweitquantisierung eines dicht
definierten selbstadjungierten Operators (H,D(H)) auf H = C & Z(R) &
I?(R) ist. Ein dichter Definitionsbereich von H ist damit F,(D(H)) :=
{(x, 21, T2,...) : 7 € ®i_D(H) und x; # 0 fiir nur endlich viele i}. D(H)
stimmt mit dem Definitionsbereich des Hamilton-Operators H® des zwei-
seitigen Hohlraums aus Abschnitt 1.4, S. 42f {iberein.

Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren a(t), b;(w)
lauten:

d

Zolt) = —iwea(t) + e(t)al(t) — i [H, a(t)],
d ) .
abt(w) = —iwbi(w) — 1 [Hg, by(w)].

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 1.1 kénnen aus diesen Bewegungsglei-
chungen Langevin-Gleichungen fiir den Systemoperator a(t) und eine Rand-
bedingung abgeleitet werden, die (wie Gl. (1.4)) Input- und Output-Felder
in Beziehung setzt. Es ist fiir ¢t > ¢,

L alt) = ~ioa(t) + ep(t)al (1) — 2 +10alt) — 3 VARbialh, 1) (24)

und fir t < t4

%a(t) = —iwyalt) + (1)l (1) + 5 (0 +)alt) — 3 Abeue(k, 1) (25)

Die Input—Operatoren sind wie in Abschnitt 1.1 durch die Anfangsbedin-
gung im Bad, Vernichterdichte by(k,w) zur Zeit to definiert: b;,(k,t) =
\/%7 fR et by (k, w)dw und die Output-Operatoren entsprechend durch
bi(k,w) zur Zeit t; > to.

Unter der Annahme, dafi die Operatoren b;, und b,,; durch Heisenberg-
Zeitentwicklung auseinander hervorgehen, 148t sich fiir ¢ € [tg, ;] wieder eine
Input-Output—Beziehung herleiten:

D walt) = Ak (bour (k1) = bin(k, 1)) . (2.6)

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, dafl die Input-Output—Beziehung sogar
fiir jede Badkomponente separat gilt, d.h. Gl. (2.6) gilt Vk auch ohne die
Summenzeichen.

Fiir focknormale Zusténde des elektromagnetischen Feldes 148t sich dann
das Squeezing, das durch die Wechselwirkung mit dem nichtlinearen Medium
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erreicht wird, berechnen. Dazu werden statt der Operatoren a(t), by, (k,t),
bout (K, 1) ihre Fouriertransformierten a(w) = (27)72 [ e ®'a(t)dt etc. be-
trachtet. Man erhdlt unter Verwendung von (2.4, 2.6) und nach , Ubergang
in ein mit der Frequenz wy rotierendes Koordinatensystem“® eine Beziehung
zwischen byu:(1,w) und den Input-Operatoren in beiden Bédern (vgl. [1],
Gl 10.2.217).

_ 1 MV 2V el ) b
bout(1,w) = (e +iw)2—|e|2{(<2) <2 +W) + |e] )bm(Lw)

(2.7)

+ .
+ evlbjn(l, —w) + /71172 (% 5 V2 + zw) bin(2,w) + e\/’yl’ygb;rn(Q, —w)} )

Mittels dieser Beziehung kénnen die Korrelationsfunktionen des Output-
Felds durch die des Input-Felds ausgedriickt werden. Insbesondere ist man
an den Korrelationen interessiert, die die Varianz der Feldoperatoren . zur
Testfunktion der Frequenz w* beschreiben. Die Varianz der Feldoperato-
ren ®(e ™) wird auch als squeezing spectrum bezeichnet. Da der quasifreie
Formalismus (vgl. die néchsten Abschnitte) eine allgemeinere und wesent-
lich iibersichtlichere Berechnung derartiger Groflen ermoglicht, wird hier auf
Rechnungen verzichtet.

2.3 Die symplektische Einteilchen—Zeitentwicklung

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Dynamik auf dem Testfunktionenraum an-
zugeben, deren Zweitquantisierung das im vorigen Abschnitt skizzierte Sy-
stem beschreibt. Dazu ist zunéchst der Hamiltonian zu bestimmen.

2.3.1 Der Einteilchen—Hamilton-Operator

Der Einteilchen-Hilbertraum des beidseitig offenen parametrischen Resona-
tors ist H := C @ I}(R) @ I?(R). Der Vergleich der Heisenberg-Bewegungs-
gleichung fiir den Fockraum-Operator a(t) und der Einteilchen-Schrodinger-
Zeitentwicklung fiir z; (Gln. 1.2 und 1.13) zeigt, da8 beide derselben Dif-
ferentialgleichung geniigen. Das legt folgenden Ansatz fiir den Einteilchen—

5Dieser wird durch die auf S.18 beschriebene unitéire Transformation vollzogen. D.h. es
werden mit e™? multiplizierte Vernichter verwendet (und mit e~%*! multiplizierte Erzeu-
ger) und die im folgenden auftretenden Frequenzen sind relativ zum neuen Frequenznull-
punkt wy angegeben.

"Da Gardiner die Inverse der hier verwendeten Fouriertransformation benutzt, miissen
alle dort vorkommenden Frequenzen mit -1 multipliziert werden.
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Hamilton-Operator des parametrischen Resonators nahe

H: H > D(H) - H

'(21) Woz + i€yZ + ﬁf(l)(O) + \/%f@)(())
f@) — V20 — i O . (2.8)
/ VTazo — i )

der wieder zu einer solchen Entsprechung von a(t) und z; (sowie von af(t)
und 7;) fiihrt.® Die Punktauswertung ist wieder symmetrisch vorzunehmen.

Der Definitionsbereich D(H) von H ist derselbe, wie der von H® dem
Einteilchen-Hamiltonian des an zwei Béader gekoppelten, leeren Hohlraum-
resonators, denn der antilineare Summand, um den sich H von H® unter-
scheidet, ist beschrankt. Es ist also, vgl. S. 42,

D(H) = {<f(zk)) eH: fP|ge € WHRE) und fP(0F) — fR(07) = —iy/Arz, k= 1,2}.

Mit ,, f®) € D(H)“ seien im folgenden Paare von I?(R)-Funktionen bezeich-
net, fiir die es ein z € C gibt, so daf§ (ffk)) € D(H). Zu gegebenem f*) gibt
es hochstens ein solches z.

H = H, + H, ist nicht mehr komplex-, sondern nur noch reell-linear.
Sowohl Hy als auch H, sind selbstadjungiert? und nach ([13], I, siehe auch
Satz A.1 im Anhang A) generiert H damit eine symplektische (und nicht
mehr unitire) Zeitentwicklung auf H.

Daher ist es jetzt nicht mehr moglich, auf die Ergebnisse iiber unitére Di-
latationen zuriickzugreifen und den richtigen Ansatz fiir die Zeitentwicklung
von dort zu iibernehmen. Stattdessen wird die von H generierte Zeitentwick-
lung (die wieder mit U; bezeichnet wird) durch Loésen der Schrédingerglei-
chung bestimmt.

Die Notation sei im folgenden wie in Abschnitt 1.4: Ein Element H >
(z, i f(Q)) wird kurz mit (z, f(k)) bezeichnet und die Summe der Kopp-
lungskonstanten ~y; mit v := v + 7».

8Da die Dynamik des (nicht-offenen) parametrischen Resonators auf dem Fockraum
durch den unitidren Squeeze-Operator S(e) beschrieben wird (U; = S(et), vgl. [12], S.76),
liegt auch der Ansatz ,, H ist Generator der symplektischen Gruppe Q(et) auf C* nahe,
der zu demselben Resultat fiihrt.

9Die Adjungierte R' eines anti-linearen Operators R auf einem komplexen Hilbertraum
mit Skalarprodukt (-, -) ist (z.B. in [13], II) definiert durch (f, RTg) := (g, Rf).
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Die Schrédingergleichung
Wie in Kapitel 1 fiihrt die Schrédingergleichung

d t ) t
i (fj('“’) - (fj("“)) (29)

mit zwei Anfangsbedingungen ffﬁio = fék) und ft(gl = fk) aus D(H ) zu zwei
Langevin-Gleichungen fiir z; mit ¢ > t,

%zt (—zwo — = Z’yk> 2+ €p(t) 2 — i Z \/%f —t) (2.10)

und und 24,

%zt ( wo + = Z %) 2+ et Z \/% — ). (2.11)

Die Badkomponenten der Losung von Gl. (2.9) lassen sich dann durch z
ausdriicken:

1P @) = (S f) @) = ivARz-aXioe (@) (> to)

und

19@) = (S0 f2) (@) + iy Xn0 (@) (¢ <),

Damit die Gleichungen (2.10,2.11) simultan losbar (d.h. Anfangs- und
Endbedingung konsistent) sind, ist zu fordern, da Uy, _, ( fz((;i>) = ( ffi)). Fiir
0 1

die Input- und Output—Funktionen fék), fl(k) heifit das, dafl sie die Randbe-
dingungen

e =i (100 =) = (P — 1)) k=12 (2.12)

erfiillen miissen.

Um die Gln. (2.10,2.11) zu l6sen, ist es giinstig, ein ,rotierendes Koor-
dinatensystem® zu wihlen. Dies wird (wie in Abschnitt 1.2, S.18) dadurch
erreicht, dal zur Zeit ¢ statt der Testfunktion (z, ft(l) (2)) € 'H die durch
V, = et @ M iwot-2) ® M jiwy(t—2) unitér transformierte Testfunktion Vt( f(k))
betrachtet, d.h. der Nullpunkt der Frequenzskala um wy nach rechts verscho-
ben wird.

Der Hamiltonian vereinfacht sich dadurch in zweifacher Hinsicht: zum
einen wird der komplex-lineare Anteil des System-Hamiltonians (z — wpz)
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wegtransformiert, zum anderen die Zeitabhéngigkeit des antilinearen Teils
von H,. Ebenso kann eine eventuell vorhanden Phase €’ des Pumpstrahls
durch Vi(¢) := €*/2V, wegtransformiert werden. Daher kann im folgenden
oBdA € konstant und positiv gewéhlt werden. Gl. (2.10) lautet dann

d 1 _ . k
A= 5 ;fykzt + €z, — z? \/'kat(o)(to —t).

Mit dieser Wahl von e fithrt der antilineare Summand in den Gln. (2.10,
2.11) zu einer exponentiellen Ddmpfung des Imaginérteils von z (und einer
exponentiellen Verstirkung von Rez)!?. Diesem Verhalten iiberlagert ist die
Dampfung von Imz und Rez durch die Abstrahlung in die Umgebung (und
ggf. der antreibende Einflufl der Umgebungserregung).

2.3.2 Die Losung der Schrodingergleichung
Die Schrodingergleichung 2.9 wird fiir positive Zeiten ¢t > 0 gelost durch

2z = e 2" (cosh(et)z + sinh(et)z) (2.13)
— e 3! Z \/%/0 e (Cosh(e(t —35)) él)(—s) — sinh(e(t — s))
Py = —iyawer ™ (cosh(e(x — 1))z — sinh(e(z — £))20) xj0.() (2.14)

() @) = Va0 S0y [ (cosh(ett = - ) A9

f§(=5)) ds,

R

— sinh(e(t — = 5)) fi"(=)) ds xj0.0()

und fir ¢t < 0 durch

z = e?'(cosh(et)z + sinh(et)z) (2.15)
+ie3' Y /t e~ (cosh(e(t—s)) W (_g) —smh(e(t—s))ﬁ(—s)) ds,

(k) (z) = iyAre 2@ (cosh(e(t — x))zp + sinh(e(t — x))Z5) X[t,0] () (2.16)
+ (Stfék)> (z) — /re 20 Z Vi / e 38 (cosh(e(t —z—9)) él)(—s)
! t—x

— sinh(e(t — x — s))@(—s)) ds X0 ().

0Fine Phase €' des Pumpstrahls hiitte zur Folge, da8 statt Rez, Imz Real- bzw. Ima-
ginéirteil von e~%/2z verstiirkt bzw. gediampft wiirden.




KAPITEL 2. DER OFFENE PARAMETRISCHE VERSTARKER o8

Satz 2.3.1 (Zeitentwicklung des parametrischen Verstérkers)
Sei (ffi)) wie in den Gln. (2.13ff). Dann ist die durch

20 Zt
v (fé’“’) - (ff’“’)

definierte Zeitentwicklung eine stark stetige Gruppe symplektischer Transfor-
mationen auf H = C & 1Z(R) ® Z(R).

Beweis: Nach Satz 2.10 aus ([13], I, vgl. Satz A.1) ist U; eine stark ste-
tige Gruppe symplektischer Transformationen, da sie von dem Hamiltonian
2.3, einem (reell-linearen) Operator der Form iH;, + H, mit H, = H;f und
beschrinktem H, = H] generiert wird.

Bevor die Dynamik U; genauer untersucht wird, sollen noch einige andere
Schreibweisen von (z;, ft(k)) angegeben werden, die bei der einen oder anderen
Rechnung niitzlich sind.

Zeitentwicklung als Faltung

Mit den reellwertigen I?(IR)-Funktionen

Gi(u) = e*3%cosh(eu)ypr(u),
Fi(u) = e*2%sinh(eu)yrs(u) (2.17)
und der Faltung (f * g)(z) := [ f(z —u)g(u) du gilt fir t > 0
2 = (Gy(—t)zo — Fy(—t)z0) — (2.18)

=i > ((Gex £0xm ) (=) = (Fys £ ) (1),
P = 5 [ @) =AY VA (G £ ) @)+ (B 0w ) @) o (@)

~ VAR (G (o) = Fole)) Xr0(2) (2.19)

bzw. fiir t < 0
2 = (G_(—t)z— F_(—t)Z) + (2.20)
0>V (G fme ) (0 + (Fox 0w ) (0]
1

) = St{ék))(x)—\/%Zﬁ[(G*fé”)@m) (@) + (F-+ [+ ) (@) xo.-(@)
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+ i/ (G- (2)20 — F_()Z0) X[0,—4 () |- (2.21)

Diese Form ist z.B. bei der Berechnung der Wellenoperatoren und beim Uber-
gang ins Fourierbild hilfreich.
Zeitentwicklung mit dem Squeeze-Operator

Die Gleichungen werden iibersichtlicher, wenn man sie mit dem aus Gl. (2.1),
PrefSqOp bekannten Squeeze-Operator Q(€) : z — cosh |¢| z—arg(e) sinh |¢| Z
schreibt. Fiir positive Zeiten ¢ > 0 gilt

o o= e 3'Q(—et)z —ie 2 Zﬁ/ e>*Q(e(t — s)) f(—s) ds, (2.22)
H@) = —iyawerIQ(e(x — )20 x4 () (2.23)

"/

# (517) () = VRO S v [ Q== )i ) ds o)

und fiir t < 0
o o= er'Q(—et)z + ie? Zﬁ/ e 3 t—s))fél)(—s)ds, (2.24)
@) = i FIQ(e(w — 1) 20X (@) (2.25)

(80 (@) - vzﬁ/ e QUelt — 7 — 3)) () ds Xieoy ()

Setzt man f*) = 0 so sieht man, daB die Zeitentwicklung von z, fiir fiir
t > 0 durch die reell-lineare Halbgruppe

T, := e 2'Q(—et)

beschrieben wird (und fiir ¢ < 0 durch T} = e2'Q(—et)).
Benutzt man, daB iQ(€)z = Q(—e¢)(iz) Vz, so lafit sich die Zeitentwicklung
noch kompakter schreiben:

2= Teot YA [ g - D) (220
1 0
@) = _%(— VU Tr-az0X0 () + Si(—if) () (2.27)

=V Xpog (2 Zﬁ/ (s—t—l—x))d)
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Sieht man von dem unwesentlichen Phasenfaktor im Bad ab, so hat die
Zeitentwicklung U, dieselbe Form wie die in [4], II, S.18 angegebene Kopp-
lungsdarstellung der minimalen unitéren Dilatation einer selbstadjungierten
Halbgruppe T7; — mit dem Unterschied, dafl T; hier eine nur reell-lineare
Halbgruppe ist, und U, entsprechend keine unitére, sondern nur eine sym-
plektische Gruppe. Man kénnte U; daher als die symplektische Dilatation der
Halbgruppe T; bezeichnen.
Es gilt fiir alle ¢ auch wieder eine Gl. (1.9) entsprechende Beziehung

()Y () o [0

die zur Ableitung einer Input-Output—Relation von Nutzen ist.

Zeitentwicklung von Real- und Imaginirteil

Der reell-linearen Struktur von U; wird man am besten gerecht, wenn man
Real- und Imaginérteil der Testfunktionen getrennt betrachtet. Sei z; = u; +
iy und f7(z) = o (2) + iw™ (), dann gilt fiir ¢ > 0

u, = e (3¢ wﬁ—Zﬁ/ Dl (—s)ds, (2.29)
g = e By, Zﬁ / Do) (=s)ds, (2.30)

v (@) = e EIE Oy 0 (x)yo + (Stvo )(a:) (2.31)
t—x
— Ve 0 (2) Y v / (390 (—s) ds,
1 0
@) = = R3Oy (o + (Stwg@)) (2) (2.32)

t—x
— VeI Dy () > ﬁ/ eGP ug) (—s) ds.
; 0
und firt <0

0
u = e3TMy — Z ﬁ/ G0 (—g)ds, (2.33)

wo= S / 0=y (—s)ds, (2.34)
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o(x) = — e EO Dy g (2)yo + <Stv((]k)> (2) (2.35)
— Vel Zﬁ/ ~0(=s) ds xieal (@),
w(z) = ApelFrot D xe0) ()0 + <5tw > (z) (2.36)

_\/_6(74‘6)(15 T Zﬁ/ +es (l( S)dSX[t,O}(x)‘

Offenbar steht der Realteil von z nur mit dem Imaginérteil der f*) in Wech-
selwirkung (und der Imaginérteil von z nur mit dem Realteil der f*). H
zerféllt in zwei reelle Teilrdume

H, = {(f(zk)) €eH:izeR, f(x) E]RVQ:},

H_ = {(ffk)) ceH:zeR,if(x) ERVQ:},

die von U, invariant gelassen werden und beziiglich des reellen Skalarprodukts
Re(-,-) orthogonal zueinander sind. Die beiden Réume unterscheiden sich
dadurch, dafl die parametrische Wechselwirkung auf H, ddmpfend und auf
H_ verstiarkend wirkt. Fiir v < 2¢ und t — 400 verhélt sich U; nur noch auf
einem der beiden Rédume asymptotisch frei (vgl. Abschnitt 2.4, Satz 2.4.2).
U; im Frequenzbild

Da in der Quantenoptik haufig in einer Testmode mit scharfer Frequenz ge-
arbeitet wird, ist zum Vergleich mit der Literatur die fouriertransformierte
Zeitentwicklung niitzlich:

n o= e 2 Q(et)zy — (2.37)
t —_— —_—
—i) Vi / (‘3_(;“)“‘S>FT[Refé’“’] (s) + eGP T iTm fy")] <s>) ds,
k 0

Bw) = e fP(w) (2.38)

—iwt —(Z—e)t —iwt _ ,—(T+e)t
+1 Tk € —c Rezy + ¢ : ¢ 1Imzg
2| iw— (3 —e) iw— (3 +¢)
—Zw (t—s) __ (l—i-e)(t—s) —
v [ | R +

—iw(t— s) _ o (Z—e)(t—s)
‘ -~ [@Imf(”]( )i

+

iw— (3 —¢)
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Diskussion

Die im vorigen Kapitel betrachtete Zeitentwicklung des (leeren) Hohlraum-
resonators ist ein Spezialfall der nun vorliegenden: Mit ¢ = 0 erhélt man
Ut@) aus Abschnitt 1.4 und dann mit vy = v,7 = 0 die Ausdriicke aus
Abschnitt 1.2.

Der in Abschnitt 1.4, Gl. (1.38) definierte Teilraum K = {(f(zk)) € H:

f@ = [2f (D} und sein orthogonales Komplement Kt sind, wie man leicht

nachrechnet, auch unter dem symplektischen U, invariant und es gilt wieder:
Ullgr = 1@ Sy @ S;. Die eigentliche Wechselwirkung findet also nur in K
statt.

Fiir € # 0 gibt es im Hohlraum zwei durch eine Phasendifferenz von 7
unterschiedene ,,Moden“, von denen eine durch die Wechselwirkung mit der
Nichtlinearitdt des Mediums exponentiell verstirkt und die andere exponen-
tiell gedampft wird.

Wie aus der Diskussion des Squeeze-Operators (2.1) hervorgeht, redu-
ziert eine solche Zeitentwicklung die Schwankung des zu ‘Imz gehorenden
Feldoperators zunehmend und vergrofiert die des kanonisch konjugierten (zu
Rez gehorenden) Feldoperators.

Der Fall v = 2¢ wird als Oszillationsschwelle bezeichnet. An diesem Punkt
andert sich das Verhalten des parametrischen Resonators deutlich:

Unterhalb der Oszillationsschwelle (e < 7) ist die Verstérkung durch die
nichtlineare Wechselwirkung so schwach, daf§ die Dissipationsverluste des Re-
sonators durch die Umwandlung von Pumpphotonen nicht kompensiert wer-
den: Die Anregung im Hohlraum verschwindet fiir ¢ — oo. Fiir die Verwen-
dung des OPR als Verstarker ist dieses Verhalten erwiinscht, da es sicher-
stellt, dafl nur ein Eingangssignal und nicht evt. im Resonator vorhandene
Anregungen verstiarkt werden: unterhalb der Oszillationsschwelle ist keine
Selbsterregung des OPR moglich.

Wird die Intensitidt des Pumpstrahls erhoht (oder die Durchléssigkeit der
den Hohlraum begrenzenden Spiegel vermindert) bis € > 1 ist, so iibersteigt
die parametrische Verstarkung die Verluste und die Anregung im Resonator
wéchst immer stérker an (|z| divergiert fir ¢ — 00). Das sogar qualitativ
andere Verhalten des OPR above threshold wird auch dadurch deutlich, daf3
die Zeitentwicklung U, fiir € > 3 auch ein Punktspektrum aufweist:

Lemma 2.3.1 (Eigenvektor der symplektischen Zeitentwicklung)

Sei e > 1, dann ist

1
. ~ € H_
(—Z\/7k6(26)xXR+(iU)>
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FEigenvektor von Uy zum FEigenwert e (3791,

Ebenso ist ( € Hy Eigenvektor von Up zum FEigenwert

e(%f )t

1
(2.
—vAre (2 )me—(w))

Beweis: Nachrechnen. ]
Die Eigenzustiande einer Zeitentwicklung sind die gebundenen Zusténde
des Systems. Das Auftreten von gebundenen Zusténden zeigt, dafi der para-
metrische Resonator oberhalb der Oszillationsschwelle nicht mehr asympto-
tisch vollsténdig ist: nicht jeder Zustand verhélt sich asymptotisch frei.

Es ist jedoch zu beachten, daf§ die parametrische Naherung mit zuneh-
mender Anregung der wy-Mode immer schlechter wird: Denn in dieser Néihe-
rung wird die (aufgrund der Konversion von Pumpphotonen in Signalphoto-
nen auftretende) Abnahme der Pumpintensitéat (pump depletion) vernachléssigt.
Mandel und Wolf geben (in [11], S. 1075) als Giiltigkeitsbereich der Néherung
an, dafl der Erwartungswert des Teilchenzahloperators zur Mode der Fre-
quenz wy viel kleiner sei als die Intensitit des Pumpstrahls: (N(wp)) < |E|?
(wobei E die Amplitude des Pumpstrahls ist).

Input-Output—Beziehungen

Weder die Herleitung von Gl. (1.15) noch die von Gl. (1.18) in Abschnitt 1.2
hing von der Unitaritit der Zeitentwicklung (oder der C-Linearitét der dila-
tierten Halbgruppe) ab. Beide gelten daher auch fiir die Zeitentwicklung des
parametrischen Resonators. So erhilt man unter Verwendung von Gl. (2.28)
die zu Gl. (1.18) analoge Beziechung

0 0 o (—ifO(s —t)
U U (o) =T () =S v / U, ds.
f f I to 0
(2.39)

2.4 Streutheorie der symplektischen Zeitent-
wicklung

Gegenstand dieses Abschnitts ist das asymptotische Verhalten von Testfunk-
tionen ( f(zk)) unter der Zeitentwicklung U; fiir ¢ — 4o00. Vieles ist analog
zum Abschnitt 1.3.1, an einigen Stellen ist aber etwas mehr Aufwand und
Vorsicht notig als dort.

Verantwortlich dafiir sind folgende Unterschiede zur Zeitentwicklung aus
Kapitel 1:
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(1) Uy ist nicht mehr unitér, daher sind die Voraussetzungen der Lax-Phillips—
Streutheorie nicht mehr erfiillt.

(2) Es gilt nicht mehr, dal ||U|| = 1 =const, aber fiir alle ¢ < I gibt es
wenigstens ¢ > 0, so daB ||Uy|| < ¢Vt.

(3) Da U, nicht mehr die minimale unitére Dilatation einer Halbgruppe ist,
ist auch nicht sofort klar, ob der Vektor ((1)) zyklisch ist.

(4) Da U; nur noch reell-linear ist, scheint es mir angemessen, die Definitionen
von ein- und auslaufenden Teilrdumen und Zyklizitat so zu modifizieren, daf3
nur reelle Linearkombinationen zugelassen sind.

(5) Oberhalb der Oszillationsschwelle besitzt U; auch ein Punktspektrum.

2.4.1 Prialiminarien

Zur Bestimmung der Wellenoperatoren wird U; mit der freien Zeitentwicklung
Ut(o) =1&5; & S; verglichen.

Der Einteilchenraum I#(R) & I#(R) der Umgebung wird mit H, bezeich-
net. Wie weiter oben schon erwihnt, findet die eigentliche Wechselwirkung
in dem unter U, invarianten Teilraum K statt. Auf K+ ist U, = Ut(o).

Die Asymptotik von U, weist auf den reellen Teilrdumen H,_ (vgl
Gl. (2.3.2), S. 61) u.U. grofle Unterschiede auf, daher werden diese oft se-
parat betrachtet.

Lemma 2.4.1 (Zyklischer Vektor von Uy)

Der Vektor ((1)) ist reell-zyklisch in Hy N K, d.h. M = LHR{U; ((1)) :t € R}
liegt dicht in Hy N K.

Der Vektor ((’)) ist reell-zyklisch in H_ N IC.
Beweis: oy G

. 1 e~ 5 —€ t 1 e %4—5 t
Es ist Us~q (0) = (_i ,\/ke(%*e)(wft)x[o,t](w)) und Ui« (0) = (Z ’Yke—(%+e)(;c7t)x[t70](x)).
Die Funktionen {e“xpq : t € R} bzw. {e“xp0 : t € R7} sind fiir alle
¢ # 0 reell-total in Z(RT)Rg bzw. I}(R™)g. Also ist M fiir alle v, e > 0 dicht
in {(2, /0, f) : 2 € €, [ € B(R), /O = [0} = K. .

Bemerkung: Da die komplex-lineare Hiille von H, oder H_ allein schon
ganz H ist, sind ((1)) und (;) jeweils (komplex-)zyklisch in K.

Bei der Bestimmung der ein- und auslaufenden Teilrdume von U, ist es
giinstig, die dynamischen Systeme (U, H,) und (U;, H_) getrennt zu be-
trachten, da sie sich oberhalb der Oszillationsschwelle qualitativ verschieden
verhalten.



KAPITEL 2. DER OFFENE PARAMETRISCHE VERSTARKER 65

Naheliegende Kandidaten fiir die auslaufenden (einlaufenden) Teilrdume
sind (wie in Abschnitt 1.3.1) die Testfunktionen mit verschwindender Sy-
stemkomponente und halbseitig verschwindender Umgebungserregung;:

Lemma 2.4.2 (Ein- und auslaufende Teilrdume)
(a) Sei e < 3. Dann sind fiir alle r > 0

) 0
aus,+/(=) = {<f(k)) S HJr/(*) : Suppf(k) - [T‘, OO)}

auslaufende Teilraume von (Uy, Hy) bzw. (Uy, H-) und

: 0
ein+/(—) = {(f(k:)) € Hiyy : suppf¥ C (=00, —r]}

sind einlaufende Teilriume von (Uy, Hy) (bzw. (U, H-)).
(b) Falls € > 3 ist, gilt immer noch Vr > 0: D} . ist auslaufender Teilraum
von (Uy, Hy) und D7, _ ist einlaufender Teilraum von (Uy, H_).

ein,—

Beweis: Unter Verwendung von Lemma 2.4.1 148t sich der Beweis genauso
wie der von Lemma 1.3.1 in Abschnitt 1.3.1, S. 30 fithren. Er wird fiir Dj,,
vorgefiithrt, um zu demonstrieren, woran er oberhalb der Oszillationsschwelle
scheitert.

Es sind die drei Eigenschaften aus Def. 1.3.2 nachzupriifen. (1) und (2)
sind offensichtlich, da Uy|pr ~— = 1@ 5, @ S, ist.
(3) Um zu zeigen, daf M := Ui(U: Dy, ) dicht in ‘H_ liegt, wird wieder

versucht zu zeigen, dafl der Vektor (é) im Abschlul von M liegt. Dann folgt

die Eigenschaft (3) aus der Zyklizitit von (é)

Definiere fiir R~ D (¢,), — —oo die Folge D? D (g,(Lk))n@N = Ppaa(U_4, (1))

aus,— 0

Sei (f’z?é)) =U, (95?“>)' Za zeigen ist dann: lim,, (f?“)) = ([1))

Man rechnet sofort nach: z, = 1—e und ¥ = — vkevtne_(%“)“fx[tmo}(x).
Dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢, — —oo nur falls € < 3 gegen 0, anderen-
falls existiert der Grenzwert nicht.

((1)) liegt also unterhalb der Oszillationsschwelle im Abschlul von U,U, (D% ).

aus,—

Im Teilraum H, tritt fiir ¢ — —oo diese Schwierigkeit nicht auf, da dort
nicht €, sondern —e im Exponenten steht. Daher konvergieren dort die fr(lk)
fiir alle v,e > 0 gegen 0 und (é) liegt immer im Abschlul von M. Dy, . ist
fiir alle €,y > 0 auslaufender Teilraum.

Werden einlaufende Teilrdume betrachtet, geht der Beweis in H_ fiir alle
e durch und in H,; nur unterhalb der Oszillationsschwelle. ]
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Oberhalb der Oszillationsschwelle ist Dy, kein einlaufender Teilraum,
denn es gilt

Lemma 2.4.3 (Urbilder auslaufender Wellen fr v < 2¢ nicht dicht in H_)

Der Teilraum
0

M = LH{Ut(_
ig

) € H_: suppg C R*,t € R}

liegt nicht dicht in H_.

. . 1
Beweis: Man rechnet direkt nach, dafl der Vektor (Z ﬂe&,%)szi(I)) € H-

senkrecht auf allen Elementen von M steht. m

Bemerkung: Entsprechend zeigt man, dafl Dy, | kein einlaufender Teil-
raum von (U, H, ) ist.

DaB es oberhalb der Oszillationsschwelle fiir (U, H_ ) keinen auslaufenden
Teilraum gibt, ist nicht iiberraschend. Denn sei ( ffi)) = U, ((1)), dann diver-
giert z;. Das heifit, egal wie lange man wartet, die Anregung im System wird
nie ganz in die Umgebung abgegeben. Das System ist eben nicht asympto-
tisch frei, und daher ist auch nicht zu erwarten, dal es asymptotisch durch
die Elemente eines auslaufenden Teilraums beschrieben werden kann.

Die Existenz eines einlaufenden Teilraums zeigt andererseits, dafl jede Test-
funktion in H_ in der fernen Vergangenheit frei ist.

Fiir H, existiert oberhalb der Oszillationsschwelle ein auslaufender, aber kein
einlaufender Teilraum.

2.4.2 Die symplektischen Wellenoperatoren

Die Wellenoperatoren ng = stop— limy_ 4o, U E?) U, konnen nun wie in Satz 1.3.2
berechnet werden. Die Uberlegungen des vorigen Unterabschnitts machen
klar, da dazu die Félle ¢ < 3 und € > 7 unterschieden werden miissen.

Satz 2.4.1 (Wellenoperatoren fiir den parametrischen Resonator unterhalb
der Oszillationsschwelle)

Sei e < 4. Dann existieren die Wellenoperatoren
Wy = stop—tliim US?Ut: H — Hy

und sind durch die symplektischen Transformationen

z

() = (1= VA V(G 1) 0+ (R T )
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i vk<G+<w>z—F+<x>z>), (2.40)
W ( ffk)) - <f(’“) —ﬁ;ﬁ[(& « [Oxms) (@) + (Fo# fOxzs ) ()]

+iyAR(G_(x)z — F_ (x)Z)) (2.41)
gegeben. Ihre Inversen Q. : Ho — H sind
SV (G f0) (0) + (Fy+ J) (0)
19 SV (@ x £O) (@) + (Feox T70) )] e ()
PV (G- f©) (0) + (F-+ TO) (0)
19 =SV (G x 0) @)+ (F- = TO) () xne ()

Q- (f®) . (242)

(2.43)

2 (/%) =

Dabei sind G+ und Fy wie in Gl. (2.17) definiert: Gi(z) = e*2® cosh(ex)xr+
und Fi(r) = e*2% sinh(ex)xr=.

Beweis: Der Beweis wird fiir W_ angegeben. Fiir W, geht er genau-

so. Gesucht ist lim;_,_ Ug) U, ( ffk)). In diesem Beweis ist mit ‘lim,” immer

‘lim;,_o,” gemeint. Nach den Gln. 2.20f, S. 58 gilt:

U0 () =( (k) Gi(_t)z_in(_t)ZHElﬁ{(*fi*meR+>(_t)+(F7.*mXR+)(_t)] _ :
1O — e S AL [ (G- Oxg 1) @)+ (Fosf Dxg 1) @] xpo,— g (@) +iyAR(G - (@)2=F_ (@)D)x[g, _g) (@)

Klar ist: lim; G_(—t) = 0 = lim; F__(—1).

Da G_,F_, fU € B(R) gilt: lim; (G_ * fOxp+) (—t) = 0, denn mit G(z) :=

G(—z) ist (G_  fO)(—=t) = (G_, S;f®) und lim, (S, f, g) = 0Vf, g € B(R).

DaB lim; G_(z)xp,—g(z) = G_ () und lim;(G_x fOxr+) (@) X0 = (G- = fD) (2)

ist, folgt da G_, (G_ * f©) (z) € IZ(R). Letzteres gilt, da G_ € L'(R) und

LLHR)*E(R) = E(R)“ (vgl. REED, SIMON, Fourier Analysis and Self Ad-

jointness, Spezialfall von Youngs Ungleichung). [

Der offene parametrische Resonator ist folglich unterhalb der Oszillati-
onsschwelle ebenfalls ein asymptotisch vollstéindiges System.

Auf und oberhalb der Oszillationsschwelle sind G, Fy. keine I7(R)-Funk-
tionen, und obiger Beweis gilt nicht mehr. Die Wellenoperatoren existieren
dann nicht mehr auf ganz H, denn die Ausdriicke lim;_ 4, UEOt) U, ( f(zk)) kon-

vergieren nur noch auf einem nicht mehr dichten Teilraum von H. Im fol-
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genden ist es giinstig, die Zeitentwicklung auf der reellen Teilrdumen H4
getrennt zu betrachten.

Satz 2.4.2 (Asymptotisches Verhalten oberhalb der Oszillationsschwelle)
Fiir e > 3 gilt:
(1) Der Grenzwert limy_, o USOt)Ut (ffk>) existiert
(a) fir alle (f(zk)) € Hy und
(b) fir alle (f(zk)) € {Ur(g(ok)) € H_: suppg®) C R*,r € R}
und ist dort gegeben durch W (ffk)) wie im vorigen Satz.
(2) Ebenso ist lim;_, U@Ut(ffk)) =W_ (ff‘k>)
(a) fiir alle ( ) € H_ und
(b) fir alle (f(k)) e {U, (g(k>) € H, : suppg®) C R™,r € R}.

Beweis: (zu Behauptung (1), Behauptung (2) geht analog)
(a) Betrachtet man fiir ¢ > 0 U@Ut(ffk)) mit (f(zk)) € H., so gilt mit
Gln. (2.18f):
UOU( 7)) 2 (G (4P (=1))2=1 5y /A1 [ (G +Fi S Oxg = ) (1) ).
F® F® =k S VA (G +F) O xg - ) (@)X (.00 (2) —i/Ar (G4 (2) + Fi () 2X (1,0 ()
G (2) + Fy(x) = ek () ist auch fiir e > 2 im I3(IR), daher kann die
Existenz des Limes ¢ — oo wie im vorigen Satz gezeigt werden.
Auf H_ tritt in obigem Ausdruck an der Stelle von GG, + F, die Funktion
G4 — F, auf, die fiir e > 7 nicht im I*(R) liegt. Daher existiert der Limes
nicht fir alle ( f(zk>).
(b) DaB der Limes auf den Urbildern auslaufender Funktionen existiert, ist
klar, denn dort wirkt U; nach endhcher Zeit nur noch als Shift:
lim, UQU(U (%)) = U 1, U Usa () = U (,5). "
(W, D(Wi)) sind also unbeschriankte Operatoren auf einem Definitions-
bereich D(W,) C ‘H. Es ist mir nicht klar, ob D(W,.) dicht in H liegt.
An der Oszillationsschwelle gilt jedoch folgendes

Korollar: (Asymptotisches Verhalten an der Oszillationsschwelle)

Im Spezialfall € = 3 gilt auf einem dichten Teilraum von H_:

Jim U¢ U( )—(ZOO)EH
\rw )\ A )

Beweis: Fiir e = 7 ist Gy (v) — FL ((:L') = XR- (:z):) und somit gilt:
z—1 o fDy (=t)

U(O)U z t;() ( Zl \/’W XR f XR .

-t t( ) (f““)*\/’ﬁzl \/W(XR—*fU)XR—)(x)X[ft,O] (I)*i\/’WZX[ft,o](I))
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Zwei Ausdriicke machen fiir t — oo Schwierigkeiten: (yg- * fUxr-) (—t) =

J2 Fu)du und (xr- * fOxm-) (@)x(-r0(x) = [} O (u)dux -0 (@).

Der erste Ausdruck existiert fiir f € S(R) auch fiir ¢ — oo, da S(R) C
LY(R).

Der zweite Term liegt auch im lim; ., im I?(R), falls z.B. f die Ab-
leitung einer bei = 0 verschwindenden, schnellfallenden Funktion ist. Da
LS(R) dicht in S(R) und S(R) dicht in I}(R) liegt, folgt die Behauptung. m
Das heif3t, zumindest in diesem Fall ist stop-lim;_, ., Uﬁot) Uy =: W, ein dicht
definierter symplektischer Operator auf H.

2.4.3 Streuoperator und Input-Output—Beziehung

Sei nun wieder € < 3. Der Streuoperator S = W, (W_)"! : Hy — H, ist
gegeben durch

g (f(lc)) — (f(k) _ \/%Z VN [(G+ " f(l)) (z) + <F+ * W) (m)]) (2.44)
l
und im Fourierbild durch
$(7) - (P-vasvam[ame £0)) - e
l

mit

Gi(w) = 2 ,
+( ) /_271' (% _ iw)2 _ 62
— 1 —€

Felw) = V2 (2 - iw)2 —e

Beachtet man, dal FT[f](w) = FT[f](—w), so sieht man, da8 der Streuope-
rator Moden verschiedener Frequenz miteinander mischt: eine Anregung bei
der Frequenz w im einlaufenden freien Zustand fithrt nach der Streuung zu
Anregungen bei den Frequenzen +w (alle Frequenzangaben beziehen sich auf
den Nullpunkt wy).

Input-Output—Beziehung

Die Relationen

fout - Sfm
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zwischen (zum selben Streuzustand gehorenden) ein- und auslaufenden freien
Zusténden und

U, f — Uth:iﬁ/Rf(s—t)Us (é)

zwischen (zum selben freien Zustand gehoérenden) ein- und auslaufenden
Streuzustanden gelten auch fiir die symplektische Zeitentwicklung unverdndert
und erlauben durch Zweitquantisierung eine Ableitung der Beziehung zwi-
schen Input- und Output—Observablen.

2.5 Die Zweitquantisierung der symplektischen
Zeitentwicklung

Die symplektischen Abbildungen U, Wi, Q.. S aus dem vorigen Abschnitt
kénnen in der in den Abschnitten 1.2.3 und 1.3.2 beschriebenen Art zweit-
quantisiert werden. Die zugehérigen Bogoliubov-Transformationen auf CCR(H)
werden wieder mit oy, aw,, ... bezeichnet.

2.5.1 Die quasifreie Zeitentwicklung

W () = (0 ) )

Der Hauptunterschied zur Dynamik aus Kapitel 1 besteht darin, daf§ U; nun
nicht mehr komplex-linear ist. Das fithrt dazu, da a; Erzeuger und Vernich-
ter vermischt.

Sei wieder a(t) := o (A(;)), dann gilt z.B.:

Es ist also wieder

e 2t coshet At —e~ 2 sinh et
—i/Are” %) cosh e(t — x) xpo () —i/Are 2D sinh e(t — x) xp(2) )

Mit GL. (2.26) folgt

A(jjk)) (t) = za(t) + A(Sj(k)) +iy ﬁ/otma(s)ds, (2.46)

a(t) :A(

wobei fiir a(t) obiger Ausdruck einzusetzen ist.
Leichter rechnen 148t sich oft im Schrodingerbild. Die zu a; duale Trans-
formation auf S(CCR(H)) wird wie in Abschnitt 1.2.3 mit v, bezeichnet.
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Squeezing durch v

Die Behauptung, dafl die Zeitentwicklung v; zu Zusténden fiihrt, in denen
die Schwankung bestimmter Feldobservablen unterhalb der Vakuumfluktua-
tionen liegt, wird nun an einigen Beispielen belegt.

Zunéchst wird ein Glauberzustand zur Testfunktion g € H betrachtet.
Fiir den Feldoperator ®(f) zur Testfunktion f gilt:

p(®(f)) = 2Im{g, f), @(@(f)*) = [IfI*+4(Im{g, £))*, Var (2(f);¢) = [ f]*.

Die Varianz eines Feldoperators in einem Glauberzustand zur Testfunktion
g ist somit unabhdngig von der Testfunktion und héngt nur von der betrach-
teten Observable ab.

Im transformierten Zustand v4(p) gilt

v()(@(f)) = 2Im(g, Uef), (@) (2(f)?) = [UfII* + 4(Tm({g, U f))?

und damit
Var (2(f); ne(¢)) = |Uf]*.
Also wird der Zustand ¢ durch v; gesqueezed, wenn ||U, f||* < || f]|? ist.

Beispiel 2.5.1 (Squeezing im Resonator)

Zundchst sei das Feld im Resonator betrachtet, speziell die Observablen ®(f)
2u den Testfunktionen (é) und ((1)) Setzt man Ui=o aus Gl. (2.29) ein, so
erhdlt man:

| | 2
vart@ ()t = 101 () 1 = 25+ 2o <

¥+2 v+ 2

CID(é) schwankt 1m zeitentwickelten Zustand also tatsdchlich weniger als
im Vakuumzustand.

Fiir grofie Zeiten gilt Var(@(é);yt(cp)) — ﬁ Dieses Ergebnis stimmit
(fiir ||f1I?> = 1) mat [1], Gln. 10.2.18 diberein, wenn man bericksichtigt, dafs
dort statt ®(f) die Operatoren X (f) := 2®(f) betrachtet werden und au-
Berdem die normalgeordnete Varianz Var(:®(f):; ) = Var(®(f); ) — |If]I?
verwendet wird.

Bei € = % kann damit eine Reduktion der Schwankung auf 50% erreicht
werden. Noch stirkere Rauschunterdriickung im Resonator ist nur bei Uber-
schreiten der Oszillationsschwelle maglich. Dies fiihrt dann allerdings zu ex-

ponentiell divergierender Varianz in der kanonisch konjugierten Observablen

2():
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Fiir ~ # 2¢ st

1 1 v —2€  _(_
V (b - o U 2: ('Y 2€)t 1
ar( (O),um) H t<O)H -

Fiir 2¢ < v und t — oo konvergiert dieser Ausdruck gegen #, das Produkt
der Unschdrfen der kanonisch konjugierten Observablen ist also nicht mini-
mal. Im Fall v = 2¢ ergibt sich: Var(®(}); () = 1 + .

Auf und oberhalb der Oszillationsschwelle divergiert die Varianz von <I>( ) fiir
t — 0o (zur PDC above threshold: vgl. Bsp.2.5.4).

2.5.2 Streutheorie und Input-Output—Relation

Vor weiteren Beispielrechnungen seien noch die Beziehungen zwischen ein-
und auslaufenden Observablen in CCR(H,) und in CCR(H) angegeben: So
gehort zum Vernichter der (einlaufenden freien) Testfunktion (g) € Hy der
(auslaufende freie) Operator OzsA(g)

ong(g) _ A((;(é)jw())gl f>+AT((#1§)_j>

(
— \/7172A< %f(i)w f) + \/vszT( )
(%fiw)QfeQ % —iw

(hier im Frequenzbild angegeben). Setzt man f = (2r) 2e " (d.h. f(w') =

§(w —w) und f(w') = 8(w' + w)), so kénnen die Faktoren vor f, f vor die
Operatoren gezogen werden, und man erhélt Gl. (2.7).

Die zu W(f) gehoérenden ein- und auslaufende Streuobservablen geniigen
der Beziehung

aan, W(f) — auaq W(f (Z ﬁ/ ( )>ds>.

Da sie nicht weiter verwendet wird, sei auf eine Ubertragung auf Erzeuger
und Vernichter von Streuzusténden verzichtet.

2.47)

2.5.3 Beispiele

In diesem Abschnitt wird anhand einiger Beispiele die Leistungsfahigkeit
des vorgestellten Formalismus gezeigt. Zunédchst wird nachgerechnet, dafl der
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parametrische Resonator tatséchlich zur Erzeugung gequetschten Lichts ge-
eignet ist und die Schwankungen im Outputfeld beliebig reduziert werden
kénnen. Im néchsten geht es um den Zustand des gequetschten Vakuums.
Zum Abschlufl des Kapitels wird dann noch kurz der parametrische Resona-
tor oberhalb der Oszillationsschwelle betrachtet.

Beispiel 2.5.2 Squeezing im Output-Feld I: Input im Glauber-Zustand e(g))
Das Bad sei in der fernen Vergangenheit im Glauberzustand ¢ = e(g) prdapa-
riert. Der zugehirige auslaufende freie Zustand ist durch vs(p) gegeben. Er
ist beziiglich ¢ ®(f)-gesqueezed fiir alle rein reellen Testfunktionen f.
Beweis: Der Glauberzustand ¢ = e(g) wird durch die Streuung am para-
metrischen Resonator in der Observablen ®(f) gesqueezed, wenn Var(P(f); p) >
Var(®(f);vs(p)). Es gilt (vgl. 71 vor Bsp. 2.5.1) unabhdngig von g:

Var (8(/); ¢) = [/
und
Var (2(f); vs()) = ISFII*
Wiahit man nun als Observable ®(f) den Feldoperator zur Testfunktion
f=(fM,0) € Ho, so gilt (mit den Bezeichnungen aus Gl. (2.45), S. 69):
Var (2(f)ivs(pee)) = ISP = IS
= (1= V27G) ) — 3y V2rF fO0?
+ 217170 || G f O + F, f2
f=f ~ T .
= (1 =mV2r(Gy+ F+))f(1)“2 + 21| (G5 + F+>f(1)H2
= / (%‘{'5)2—2%64-002
R

O (w) 2w
(71-5% +€)2 +w2

Der Faktor vor |fM)(w)|? sei mit o(w, Vi, €) bezeichnet. Da er fiir alle w klei-
ner als eins ist, ist die Schwankung in der Observablen ®(f) im gestreuten
Zustand reduziert.

Dies gilt offenbar fiir alle reellen Testfunktionen fV, so daf in der Sprechwei-
se von Mandel und Wolf squeezing in the full sense vorliegt (im Unterschied
zu der Situation, in der nur einzelne Moden des Feldes gesqueezed sind).
Am stirksten gequetscht ist die Mode der Frequenz w = 0.

o hat als Funktion von w fir alle v,e > 0 ein Minimum bet w = 0. Fir gege-
bene 1,72 und feste Frequenz w lif$t sich die Starke des Pumpstrahls bestim-
men, bei der der gestreute Zustand bzgl. der Observablen ®(f) optimal ge-

squeezed ist. Dazu mufs %a(w, Y, €) = 0 sein. Das ist fiir e = \/(mﬁ)Z + w?
der Fall.
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Die stirkste Rauschunterdriickung st also in den Moden um w = 0 an
der Oszillationsschwelle zu erwarten. Es ist 0(0,9,3) = ::—3 Das zeigt, dafs
mit dem einseitigen OPR (v, = 0) die Schwankung in den Feldoperatoren
zu reellen Moden bei w = 0 beliebig stark reduziert werden kann: durch die
Streuung am einseitigen parametrischen Resonator kann ein ,Figenzustand“

zur ,Observablen ®(1) prapariert werden.

Wihit man f nicht rein reell, sondern rein imagindr, so gilt |Sf|* >
| fII?, d.h. die Schwankung der entsprechenden Observable wird vergrifiert.

Gequetschtes Weifles Rauschen (Squeezed White Noise)

Gequetschtes Weifles Rauschen (squeezed white noise, SWN) beschreibt ein
Feld, das relativ zu einem Temperaturzustand in allen Feldoperatoren ®( f)
mit fe? € R gesqueezed (und in den kanonisch konjugierten Feldoperatoren
gestretched) ist.

Die SWN-Zusténde bilden eine zweiparametrige Familie von quasifreien
Zusténden, die durch die reell-lineare, symmetrische Bilinearform s, .

snc(f,9) = (2n + 1)Re(f, g) + 2Re(c(f, Jg))

bestimmt sind (vgl. [16]). (Dabei ist J eine antilineare Involution und fiir
die Parameter n € R,c € C muf gelten: n > 0 und n(n + 1) > |c[%.) Das
charakteristische Funktional des squeezed white noise Zustands ¢,, . ist

Conelf) = €720l

Der Parameter n ist ein Maf fiir die Temperatur des Felds im Zustand ¢, .
und |c| ein MaB fiir die Starke des Squeezings; arg ¢ gibt an, welche Obser-
vablen gesqueezed sind.

Die Temperaturzustéinde des Weilen Rauschens sind spezielle (nicht ge-
quetschte) SWN-Zustéinde (¢ = 0).1!

In [16] wird gezeigt, dal man genau die SWN-Zusténde erhilt, wenn man
die Squeeze-Operatoren S(e) = v, C 2 e = ™ (vgl. GL (2.1), S. 49) auf
die (white noise)-Temperaturzustande (vgl. S. 37) anwendet.

Im folgenden Beispiel wird gezeigt, dafi (aus geeignetem Input) durch
Streuung am parametrischen Resonator Zustédnde entstehen, die in der Schmal-
bandnéherung durch SWN-Zustdnde beschrieben werden koénnen. In die-

U Ublicherweise wird SWN wie in [1], S. 333ff und [7], S. 1 durch die Erwartungswerte
von Produkten von Erzeugern und Vernichtern eingefiihrt. Diese Definition ist dquivalent
zur oben gegebenen, falls man dazusagt, dafl es sich um einen quasifreien Zustand handeln
soll.
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ser Nidherung stellt der OPR die experimentelle Realisierung des Squeeze-
Operators S(e) dar.

Beispiel 2.5.3 (Die Erzeugung von Gequetschtem Weilem Rauschen)

Es wird der einseitige parametrische Resonator betrachtet. Die Umgebung
werde im Vakuumzustand o = @oo pripariert. Dann gilt:

Der zu o gehirende auslaufende freie Zustand vs(pr) laft sich in der
Schmalbandndherung durch ein Gequetschtes Weiffes Rauschen beschreiben.

Zum Beweis wird jetzt das charakteristische Funktional des auslaufenden
freien Zustands berechnet: s ist vs(op)(W(f)) = e~2lIS7I7.

Nach Gl. (2.45), S. 69 hat der Streuoperator einen linearen und einen an-
tilinearen Anteil, die im Frequenzbild beide durch Multiplikation mit einer
Funktion (o) bzw. o,) gegeben sind: Sf = Sif + Sof = orf + o,Jf. Die
antilineare Involution J ist definiert durch Jf(w) = f(—w). Dann gilt:

HSfHQ::j£¢amwn2u<w>Pma+j£¢aa@»rwa«vnzmu+2Re/;ama»oa@»f<w>Jf@»dw.

(%)2+w2+62
D= ——iw
da |o(—w)|* = o(w)|* ist,

Setzt man o)(w) = — und oq(w) = + ein, so folgt,

TV2_ 2 _¢2_;
)2 —w—e?—iyw

ISFI? = ((lou]* + |oal?) £, f) + 2Re(@ioa f, T f).

Dieser Ausdruck wdre von der squeezed white noise Form, wenn die Faktoren
von f konstant wdren.

Es gilt: %(|01’2+ |0a|?)|w=o =0 = %(Flaa)]wzo. Dabher ist in einem engen
Frequenzband um w = 0 tatsichlich |o;(w)|? + |oa(w)]? = |01(0)]* + |0a(0) > +
o(w?) &~ const und o;(w)o,(w) = ,(0)0,(0) + o(w?) &~ const.

Schon bei der Wahl des Hamiltonians, der zu dem hier verwendetetn
Streuoperator fiihrte, wurde das elektromagnetische Feld der Umgebung als
Weifles Rauschen gendhert (siehe S. 9), d.h. schon dort wurden die zuldssi-
gen Testfunktionen auf ein schmales Frequenzband um wq eingeschrinkt. In
der gleichen Ndherung gilt nun:

ISFIP = (lo0(0) + [0,(0)) (f. 1) + 2Re (a2(@)a, (0)(F. T 1))
Das charakteristische Funktional des Zustands vs(pr) ist dann

Cos(om (f) =~ o~ 3 ((@n+D)Re(f.f)+2Re(c(f, I f)))
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Lﬁ. Man rechnet
(3r7—2)
leicht nach, daf8 sie die Bedingungen n > 0,n(n + 1) > |c|? erfiillen.

Also kann in der Schmalband-Ndherung der Zustand lange nach der Streu-
ung durch Gequetschtes Weiffes Rauschen mit den angegebenen Parametern

beschrieben werden.

2
Die Parameter n,c sind n = <(%)72—€_62> und ¢ = ye

Wie in [7], Kor. 1.4.10/11, gezeigt, sind die SWN-Zustéande nicht dquiva-
lent zum Fockzustand. Daher sind sie nicht als Dichtematrizen auf dem Fock-
raum darstellbar. Die Streuung am OPR fiihrt also aus dem Fockraum hin-
aus. Damit stellt sie ein gutes Beispiel fiir die Unzulédnglichkeit des Fockraum-
Formalismus dar.

Der parametrische Resonator oberhalb der Oszillationsschwelle

Am Ende von Abschnitt 2.4 wurde gezeigt, dafl auf und oberhalb der Oszil-
lationsschwelle die Wellenoperatoren nicht mehr auf ganz ‘H definiert sind.

Es ist jedoch im Einzelfall moglich, Aussagen iiber das asymptotische
Verhalten eines Zustands ¢ fiir £ — oo zu machen, z.B. den Grenzwert der
Erwartungswerte der Weyloperatoren

tim ()07 ()

zu berechnen. Das soll jetzt am Beispiel des Fockzustands vorgefiihrt werden.

Beispiel 2.5.4 (Parametrische Verstiarkung oberhalb der Oszillationsschwelle)

Der Ubersichtlichkeit halber wird ein einseitiger Resonator betrachtet, d.h.
Yo = 0 gesetzt. Sei jetzt € > 3 und sei pp der Fockzustand auf CCR(H).
Dann st fiir alle t > 0

Cry (;) — u(or)(W (;)) _ G

FEs stellt sich die Frage, ob Cpy auch im Limes t — oo das charakteristische
Funktional eines Zustands ist.

Set Hoo := {(;) € H :lim; Cpy (ch) existiert}. Auf diesem Teilraum von H
bleiben die Bedingungen ,C(0) = 1% und ,(z,y) — C(x —y)e@¥) ist positiv
definiter Kern“ (vgl. Anhang A) auch beim Grenziibergang erhalten. Daher
ist Croo charakteristisches Funktional eines Zustands auf CCR(Hoo).

Nun ist limy | Uy (]Zc) | zu untersuchen. Jedes (;) € H lafit sich eindeutig
als Summe von zwei Elementen aus den reellen Teilraumen Hy (vgl. S.61)
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schreiben: (;) = (;I) + (;:) und es gilt: ||Ut(]zc)\|2 = ||Ut(;i>H2 + ”Ut(j{)HZ-
(Beweis: || - ||* = Re(, ) und Hx sind orthogonal zueinander beziiglich des re-
ellen Skalarprodukts Re(-,-).) Daher kann lim, |U; (;) |2 auf den Hs getrennt
betrachtet werden.

1. Wie in Satz 2.4.2 gezeigt, gilt auf H, lim; U; (;) = lim, Ut(O)I/VJr (;), d.h.
(7) werhilt sich asymptotisch frei. Damit ist lim, [|U; (5) > = W5 (5) |17
und somit lim; Cpy (;) = exp(—3||Wy (;) %) \v’(;) € H,.

2. Wie ebenfalls in Satz 2.4.2 gezeigt, existiert lim, US%)Ut(;) auch auf
einem Teilraum von H_, namlich auf den auslaufenden Funktionen und
thren Urbildern: auf M = LHR{US(S) € H_ : suppg € R*,s € R}
gilt wieder: lim, U U, (;) =Wy (;) (mit W wie in Abschnitt 2.4) und
damit limy, C’Et(;) = exp(—%HWJr(;) 1%) ‘v’(;) eMCH_.

3. ||Uy ((1))|| divergiert fiir t — oo bestimmt gegen oo. Offensichtlich gilt
dasselbe auf allen (Ur)Bildern von (g) mit r € R. Auf diesen Testfunk-
tionen verschwindet folglich Cry im Limes t — oo.

4. Seinun (;) € H_ mit f = fo+f_, suppfy C R* und suppf_ kompakt.
Dann gilt: U ()1> = 1U:(7) P+ U (LI, da Up () LU([) VE > 0.
Da suppf_ kompakt, existiert zudem T > 0, so daf$ Ur (fz_) =: (;;) mit
suppfr C RT. Damit gilt dann fiir alle t > T': HUt(;)\P = HUt(fi)H2 +
||Ut(f0+)||2 = Uz (1) 17 + ||Ut(f0+)||2 = Uz ()1 + ||Ut—T(fOT)||2 +
| Uy (f(l) I?. Auf den auslaufenden Funktionen ist U = U”, folglich ist

iy oo [|U: (5) 1> = | (fOT) 12+ || (f0+) %, falls zr = 0 und +o00 sonst.

Damit ist lim, Op’t(;) auf einem dichten Teilraum von H_ bestimmit.

Mit diesen Ergebnissen kann jetzt das charakteristische Funktional Cp o
des Limes-Zustands angegeben werden:

1. Auf Hy ist Cpo(3) = e HWH G,

2. auf dem in H_ dichten Teilraum {(;) € H_ : suppf N R~ kompakt}
gilt: set T'> 0 so, daf$ suppf C [T, 00), falls <((1)), UT(;)> =0, dann
ist C't oo (;) = e*%”‘m(?)”, anderenfalls ist C o (]Zc) =0.

Damit beschreibt Cp o einen Zustand ¢po, auf der CCR-Algebra iiber dem
Prihilbertraum £ := H, @ {(;) € H_ : suppf N R~ ist kompakt}.
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Der Zustand g ist nicht regulir, da CF,OO(S) = 0Ve € R\ {0} und
Croo(0) = 1. Also ist ppe nicht quasidquivalent zum Fockzustand, d.h. die
Zeitentwicklung fihrt im Limes aus dem Fockraum hinaus.

Zumindest im Fall € = % ist der Limeszustand quasifrei. Dann folgt, daf
Voo disjunkt zum Fockzustand ist, d.h. die beiden Zustinde sind klassisch

unterscheidbar.

Wie ist das Verschwinden des charakteristischen Funktionals auf Test-
funktionen f physikalisch zu interpretieren?

Da immer C,(0) = 1 gilt, ist dann ¢ — C,(¢f) unstetig in ¢t = 0. Folglich
ist ¢ nicht reguldr und insbesondere existiert der Feldoperator ®(f) nicht.

Fiir alle Zeiten ¢ ist der im Beispiel untersuchte Zustand ¢p, ein qua-
sifreier Zustand mit beschrankter Bilinearform By(f,g) = (U.f, Ug). Nach
Lemma A.2 ist der Erwartungswert des Teilchenzahloperators N(f) zur nor-
mierten Mode f in einem quasifreien Zustand ¢ mit Bilinearform B gegeben
durch ¢(N(f)) = 2 (B(f, )+ B(if,if)) — 3. Sei nun f € H_, dann ist
if € M, und es gilt: or (N(f) = LU + 2012 L.

Die Testfunktionen, auf denen Cp; verschwindet, sind also genau die, die
Moden beschreiben, in denen die Teilchenzahl divergiert: es werden so viele
Pumpphotonen konvertiert, dafl in der fernen Zukunft auch bei der Signal-
frequenz eine makroskopische Anregung des Felds der Umgebung vorliegt.

Qualitativ ist dieses Verhalten plausibel, es ist aber nicht anzunehmen,
dal diese Ergebnisse quantitativ richtig sind, da man spétestens im Limes
t — oo den Giiltigkeitsbereich der parametrischen Naherung verlafit.



Kapitel 3

Weitere Input-Output—Systeme

In Abschnitt 1.2 werden der offene Hohlraumresonator und das umgeben-
de elektromagnetische Feld durch die unitdre Dilatation der Halbgruppe
eM. Re)\ > 0 beschrieben. Dieser Ansatz basiert auf vier Modellannahmen:
Die Umgebung wird als Weifles Rauschen beschrieben, die Kopplung wird in
Drehwellen— und Markov-Néaherung angesetzt, und im Hohlraum wird nur
eine Mode berticksichtigt.

Vor allem die beiden ersten Néherungen waren wesentlich fiir die durch-
gefiihrten Untersuchungen: Die Drehwellenndherung fithrte zu einer qua-
sifreien Dynamik und das Weifle Rauschen zur Anwendbarkeit der Lax-
Phillipsschen Streutheorie.

In den néchsten beiden Abschnitten wird skizziert, wie man anhand der
Ergebnisse aus [4, 5] ohne je eine der beiden letzten Nidherungen auskommen
kann.

3.1 Hohlraumresonator mit regulidrer Kopplung

Die Markov-Naherung fithrt in Abschnitt 1.2 dazu, dafl die Dynamik des
Hohlraumresonators durch eine Halbgruppe beschrieben wird und somit die
Resultate von [4] anwendbar sind.

M. EPPLE zeigte in seiner Diplomarbeit [5], dafl sich die Ergebnisse von
KUMMERER und SCHRODER {iber die Kopplungsdarstellung der unitéren
Dilatation einer Halbgruppe auf einem Hilbertraum H fiir den Spezialfall
‘H = C auf eine grofere Klasse von Zeitentwicklungen ausdehnen lassen:
Jede positiv definite Funktion' p : R — C besitzt eine eindeutige Kopp-

'Eine Funktion p : R — C heiit positiv definit, falls Vt; € R und Vz; € C gilt:
ZkNJﬂ Pte—t, 26z > 0. Insbesondere folgt dann |p:| < pg und p_; = p;. Fiir weitere
Eigenschaften vgl. [5].

79
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lungsdilatation und kann somit als die Dynamik eines Quantensystems inter-
pretiert werden, das an eine durch Weifles Rauschen modellierte Umgebung
gekoppelt ist. Auch ohne die Markov-Néherung steht also eine unitéire Zeit-
entwicklung auf dem Einteilchenraum des zusammengesetzten Systems und
nach kanonischer Zweitquantisierung auch auf der zugehorigen CCR-Algebra
zur Verfiigung.

Da jede Kopplung zwischen eindimensionalem System und Umgebung
durch eine regulire Kopplung (vgl. [5], S.70ff und S.101ff) approximiert wer-
den kann, geniigt es, hier nur diesen Fall zu betrachten. Ein regulére Kopp-
lung wird durch ein endliches Kopplungsmafl v beschrieben. Weiterhin wird
das Kopplungsmaf im folgenden beziiglich des Lebesguemafies absolutstetig?
sein. Nur unter dieser Bedingung kann eine positiv definite Subdynamik p
durch Kopplung an einen Shift, d.h. an Weiles Rauschen, dilatiert werden.

Im folgenden bezeichnet p; eine positiv definite Funktion, die die Dynamik
des offenen eindimensionalen Systems beschreibt. Dabei sei py = 1.

Die Kopplungsdilatation U; von p; ist (im Frequenzbild) gegeben durch
U :CalZ(R) - CaI¥(R),U; = exp (—itH) mit

_ [z wiz [ (g, f) _
H‘_(szog fHwa>,D(H)_CEBD(Mw). (3.1)

Die Kopplungsfunktion g wird in [5] fiir gegebenes p bestimmt. Es ist g(w) =
(j—:)%. Offensichtlich beschreibt dieser Hamilton-Operator ein physikalisches
System, das sich von dem in Abschnitt 1.2 besprochenen nur durch die Fre-
quenzabhingigkeit der Kopplung (beschrieben durch g(w) # const)? Man
spricht von ,farbiger Kopplung an weifles Rauschen®. Formal erhédlt man im
Limes ,,g —const* wieder den Markov-Fall.

Unitér dquivalent zu U, ist

U, = exp(—itH): C® (R, v) — C o (R, v)

7. Z Wz f'_><17f> 7y
H.—< szl feo MJ , DIH)=C®D(M,). (3.2)
In dieser Darstellung ist die Kopplung wieder frequenzunabhéingig, dafiir ist
allerdings der Hilbertraum der Umgebung durch den I?(R, v) mit einem vom
Lebesguemafl verschiedenen Mafl v gegeben — also durch einen Hilbertraum,

2Die Dichte Z—Z des Kopplungsmafes 143t sich dann als frequenzabhéngiger Transmis-

sionskoeffizient des Spiegels interpretieren, der den Hohlraum an die Umgebung koppelt.
3|g(w)|? ist der frequenzabhingige Transmissionskoeffizient des Spiegels zwischen Re-

sonator und Umgebung.



KAPITEL 3. WEITERE INPUT-OUTPUT-SYSTEME 81

in dem alle Frequenzen vorkommen, aber unterschiedlich stark gewichtet wer-
den. In dieser Darstellung kann man daher von ,,weifler Kopplung an farbiges
Rauschen* sprechen.

Das durch Uy (bzw. Ut) beschriebene System ist asymptotisch vollstandig,
d.h. es existieren unitédre Wellen— und Streuoperatoren (vgl. [5], Abschnitt
5.3).

Wihrend in [5] ausgehend von der positiv definiten Funktion p die mi-
nimale unitédre Dilatation bestimmt wurde, soll im folgenden die entgegen-
gesetzte Richtung eingeschlagen werden: Gegeben ein selbstadjungierter Ha-
milton-Operator (z.B. in der Form 3.2), finde die zugehérige Dynamik (ins-
besondere p;).

Nach Satz 2.11 aus [6] besteht eine eins-zu-eins—Beziehung zwischen po-
sitiv definiten Funktionen p; mit py = 1 und Paaren (v,w;) bestehend aus
einem regulidren Borelmaf* v auf R und einer reellen Zahl wy. Daher ist
insbesondere jeder Hamilton-Operator (3.2) mit endlichem Kopplungsmafl
v Generator einer unitdren Dilatation. Ist v absolutstetig bzgl. des Lebes-
guemafes (mit Dichte |x(w)|?) so ist die Dilatation unitér dquivalent zur
Kopplung an einen Shift (aaO., Abschnitt 5.2).

In diesem Spezialfall ergibt sich U; auf C @ I?(IR, v) fiir gegebenes Kopp-
lungsmafl dv = Z—Zdw wie folgt (vgl.[5], S.90):

_ ST f'_><\Ij*t7f>
Up = 2= 2V, o Mo—iw <f — ng s (W_,, f>d8> . (3.3)

Dabei ist die Umgebungserreqgung W, gegeben durch (aaO, S.87)

¢
Uy (w) = —i/ e~ @ty ds, (3.4)
0

und p 148% sich aus v mittels Laplacetransformation LT[f](u) := [;~ e™ f(t)dt,
Reu > 0 berechnen (aaO, S.83):

1

= R 0.
LTH @) +utiwo 07

LT{p](u)

Dabei ist k, das Geddchtnis des Systems, durch die Fouriertransformierte der
Dichte des Kopplungsmafles (aaO, S.69) gegeben:

k(s) = \/%FT[;Z—:](S).

4Ein Ma8 p auf einer lokalkompakten Menge X ist requldres Borelmap, falls gilt: (1)
u(K) < 0oV X D K kompakt; (2) fiir alle A aus der Borel-3-Algebra von X gilt: u(A) =
inf {u(B) : B D A, Boffen} und p(A) = sup {u(B) : B C A, Bkompakt}.
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Damit ergibt sich p fiir gegebenes k als:
1 J(2)
V2rLT[FT]|k|?]](u) + u + iwp

LT[p] ist fiir Reu > 0 holomorph, da ReLT[k|(u) > 0VReu > 0 (vgl. aaO,
S.83).

pe=LT""]

Nun sind alle in Gl. (3.3) vorkommenden Gréflen in Abhéngigkeit von x
bestimmt.

Fiir eine einfache Familie von Funktionen — Lorentzkurven —, mit de-
nen der typische Fall eines nur in einem bestimmten Frequenzband um (2
durchlassigen Spiegels qualitativ gut beschrieben werden kann, wird U; nun
explizit berechnet.

Als Durchléssigkeit (Transmissionskoeffizient) des Spiegels wird ange-
setzt: Ao
(%)

&P+ -9

Diese Funktion hat bei w = Q ein Maximum mit |x(Q)|* = ko > 0 und eine

Halbwertsbreite von Aw > 0. Es ist [}, [k(w)]*dw = mroAw.
Mit diesem « folgt:

k(W) |* = ko (3.5)

| 2

Aw 1
LT[k](2) = mro —— :
[K](2) = mro—; ERE)

Z+ 582 4100

LTp](2) =

224 (52 +i(Q+wo)z 4 oS — wold + 152w,

Die Nullstellen des quadratischen Polynoms im Nenner sind gegeben durch

1 /Aw . 1 [/Aw . 2 Aw
=5 (7 +2(wO+Q)> + 5\/<7 + i(wo — Q)) — ko —-.

Der Wurzelausdruck sei im folgenden mit W bezeichnet.
Die inverse Laplacetransformierte dieser Funktion ist nach ROBERTS,
KAUFMAN, Table of Laplacetransforms, fiir alle t € R gegeben durch

pr = ! K& +iQ + z+> et — (% +iQ + 2) ez_t} (3.6)
2y — 2_ 2 2

]_ Aw [’L t [’L t lAw |
- = _ _ ; hdd R —5 (52 +i(wot+Q))t
W [( 5 i(wo Q)) sinh( 5 ) + W cosh( 5 )} e 22 :
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Fir t <0 gilt: py = p—;.

Damit ist die eindimensionale Subdynamik bestimmt, die zu der durch
k beschriebenen Kopplung gehort. Durch Einsetzen von p in Gl. (3.4) und
dann in die Dynamik (3.3) kann nun die Zeitentwicklung des Gesamtsystems
berechnet werden.

Es ist eine offene Frage, ob diesem (im Vergleich zu z; = ezl aus Ab-
schnitt 1.2) sehr komplizierten Ausdruck auch beobachtbare Phénomene ent-
sprechen, die ein Aufgeben der Markov-N&herung notig machen.

Etwas iibersichtlicher wird dieser Ausdruck in den Féllen, in denen W reell
oder rein imaginér ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Grundfrequenz
wp des Resonators mit der Frequenz maximaler Durchléssigkeit €2 des Spiegel

iubereinstimmt. Dann ist W = %Wl — 82—’:}“ =: %X . Beschreibt & einen

guten Spiegel und einen schlechten Filter, dann ist k¢ klein und Aw grofl und
damit W € R (Aw > 87ko).
Sei nun X € R, dann 148t sich p; folgendermafien schreiben:

oy = (1 + Xe—%u—)()t - 1— Xe—L\;f’(l—i-X)t) oot

X X

Ist Aw > 87kg so gilt X ~ 1 — 22 und damit p; & const e ™0'e~*0! . h.
in diesem Grenzfall erhilt man wieder das aus Abschnitt 1.2 bekannte Ver-
halten eines Oszillators mit markovscher Dampfung.

Ist andererseits Aw < 8mkg, d.h. beschreibt einen guten Filter (scharfer
Peak des Transmissionskoeffizienten bei 2 = wy, grofie Durchléssigkeit), dann

: . _ Aw 8mko __. ;Aw : _ 87k : :
ist iR > W = 524 /1 =350 =052y mit R 2 Y = /55 — 1. Damit gilt
dann fiir p:

pr = (% sin(%Yt) + Cos(%Yt)) e~ itemiwot,
Als néchster Schritt wéiren nun die Wellenoperatoren zu berechnen und dann
die die Zweitquantisierung mit den Ausdriicken aus Abschnitt 1.2.3 zu ver-
gleichen. Dadurch konnte dann iiberpriift werden, wie gut die Markov-Néhe-
rung fiir gegebene Kopplung und gegebene Testfunktionen ist. In dieser Ar-
beit kann das nicht mehr unternommen werden.

3.2 Hohlraumresonator mit mehreren Moden

Eine weitere Einschrinkung der bisher besprochenen Modelle ist, daf stets
nur die Kopplung eines eindimensionalen Systems an das umgebende Feld
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betrachtet wurde. In der Regel hat man es jedoch mit mehreren Freiheits-
grade im System zu tun, so dal H,,, # C ist.

In [4] wird gezeigt, dafl jede halbgruppenférmige (kontraktive) Zeitent-
wicklung auf einem Hilbertraum H,,s durch markovsche Kopplung an den
[?(R, Hsys) dilatiert werden kann. Dies steht im Einklang mit der Vorstel-
lung, daf} ,jeder Freiheitsgrad sein eigenes Warmebad“ besitzt. Eine direk-
te Interpretation der durch I#(Hs,s) beschriebenen Umgebung als Einteil-
chenraum des freien elektromagnetischen Feldes ist dann aber u.U. nicht
mehr moglich. Will man beispielsweise die beiden mdoglichen Polarisations-
richtungen R, L beriicksichtigen, liegt fiir den Hamilton-Operator der Ansatz
Hy = Hr ® H;, (mit Hg 1, wie in Gl (1.11)) nahe. Beide Moden entwickeln
sich unabhéngig voneinander und werden in ,verschiedene Umgebungen®,
namlich das R- bzw. L-polarisierte Feld abgegeben.

Eine andere naheliegende Verallgemeinerung des Hamilton-Operators 1.11
ist z.B., M Moden im Hohlraum zuzulassen und diese weiterhin singulér an
einen I13(R) zu koppeln. Der Einteilchenraum ist dann H*) := CM ¢ I3(R).
Nimmt man an, dafl die einzelnen Moden im Hohlraum nicht miteinander
wechselwirken, so bietet sich der Ansatz

20 s ARz ® () f — —id f(z)

D(HM) = {(z% e HM: flws € WHR®) und f(0) = f(07) = =iy W(k)}
k

fiir den Hamilton-Operator an. Aufgrund der Randbedingung entwickeln sich
die verschiedenen Moden im Hohlraum nicht unabhéngig voneinander. Thre
Zeitentwicklung wird nicht mehr durch einfachen exponentiellen Zerfall be-
schrieben.

Die Schrédingergleichung

AN (29
dt\ f f
zur Anfangsbedingung ( ) € D(H")) wird gelést durch

fe(x) = (Sito.f0) ( _ZZ\/%% 2 X[0,t— to]( )

und zt(k), die die folgende, langevinartige Gleichung erfiillen

d
dtz(k) —iw Zt -5 Z vV ’Yk’Yth - @\/%fo(to — t)
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In Matrixschreibweise lautet diese Differentialgleichung:

d _ - S
%Zt = —AZ — iR fo(to — 1),

wobel
2\ Ve Ve o VYoM
1l Ve 22X V723 o VT

A=-| V7
2|

VM 2A M

?

Ap = iwg + B und

\/,W

=l
Il

e,
Die Losung dieser linearen Differentialgleichung ist
t
7, = Atz / 6_A(t_s)/?5f0(t0 — s)ds.
to
Die Matrix A ist nicht selbstadjungiert (und fiir w; # wy auch nicht normal)

und daher im allgemeinen nicht diagonalisierbar.

Der Hohlraumresonator mit zwei Moden

Im Falle M = 2 hat A die Eigenwerte 11/, = % <)\1 + At /(A1 — )2+ 7172)

und besitzt zwei (fiir A, € R zueinander nicht orthogonale) Eigenvektoren

e = (\/7172’ Ao — M4/ — )2 + 7172) und e; = (\/7172, Ao — A — /(A —X9)?+ 7172)-

Mit ¢é; seien jetzt die normierten Eigenvektoren bezeichnet. Sei K = k1é;+
koo und z; = x4€1 + y46. Dann gilt fiir £ > 0:

t
Z = (e_‘“txo — ik:l/ e_“l(t_s)fg(—s)ds> €1
0
t
+ (e_HQty() — Zl{?Q/ G_uz(t_s)fg(—S)dS) ég
0

fle) = (Sufo) (x) =i (e Dhkyzg + e hyyo) xp0,4(2)

t—x
_ / (efm(tfxfs) ’kl ’2 + e*uz(tf:cfs) ‘kQ‘Z) fo(—S)dS X[O,t} (ZL’)
0
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Zusammenfassung und Ausblick

Zwei exemplarische quantenoptische Systeme — der Hohlraumresonator und
der parametrische Resonator — konnten im Rahmen plausibler Modellan-
nahmen durch eine quasifreie Dynamik auf der CCR-Algebra beschrieben
werden.

Beide Modelle sind im Sinne der Streutheorie asymptotisch vollstéandig, so
daBl ferne Zukunft und ferne Vergangenheit iiber den Streuoperator in Bezie-
hung stehen. Dies ermoglicht die Ableitung von Input-Output-Beziechungen,
die den Einflul des ,,Streutargets“ auf den Input zusammengefassen.

Durch Ubergang in die Fockdarstellung konnten die aus der physikali-
schen Literatur bekannten Gleichungen fiir die Feldoperatoren auf dem Fock-
raum reproduziert werden. Man muflte sich jedoch nicht auf diese Darstellung
beschrénken, sondern konnte auch Erwartungswerte in nicht fock-normalen
Zustédnden (wie den Temperaturzustdnden oder makroskopisch angeregten
kohérenten Zusténden) berechnen.

Es ist naheliegend, zu fragen, ob sich noch weitere Bestandteile quanten-
optischer Versuchsaufbauten (wie z.B. Strahlteiler, Schichten von Dielektrika,
Filter und Interferometer) auf diese Art behandeln lassen. Sofern dies der Fall
ist, liefe sich dann ein ganzes Experiment aus seinen Bestandteilen zusam-
mensetzen, indem jeweils der Output eines Bestandteils als der Input des
néchsten behandelt wird. Auf diese Weise konnte man eine operatoralgebrai-
sche Beschreibung komplizierterer zusammengesetzter Systeme finden.

Dabei wird man sich nicht auf die (hier ausschlieBlich betrachteten) ein-
dimensionalen Subsysteme beschrénken koénnen. In [4] wird jedoch mit den
unitéaren Dilatationen beliebiger Halbgruppen eine grofie Zahl moglicher qua-
sifreier Dynamiken zur Verfiigung gestellt, die auf ihre physikalische Anwend-
barkeit hin zu untersuchen wéren.

Der Ansatz einer quasifreien Dynamik stellt eine grofie Vereinfachung,
aber auch eine starke Einschrinkung dar; insbesondere kann die Wechselwir-
kung mit Materie nur phdnomenologisch behandelt werden (wie der Spiegel
in Kapitel 1 und der nichtlineare Kristall in Kapitel 2). Will man aber z.B.
die Wechselwirkung eines Atoms mit dem Feld des Hohlraums beschreiben
oder auch den parametrischen Resonator mit korrekt quantenmechanisch be-
handeltem Pumpstrahl, so mufl man die quasifreie Beschreibung aufgeben.
Sowohl Streutheorie als auch die Theorie der Dilatationen (als Einbettung
der Dynamik eines kleinen Systems in eine grole Umgebung) kénnen auf den
nicht-quasifreien Fall verallgemeinert werden: siche KUMMERER, MAASSEN,
The Scattering Theory of Generalized Markov Chains, Preprint Tiibingen,
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1996. Mit diesen Ergebnissen kénnte die Formulierung eines Input-Output-
Formalismus fiir nicht quasifreie Systeme der Quantenoptik versucht werden.

Zum Abschlufl sei noch eine Frage angeschnitten, die mir besonders reiz-
voll erscheint, aber im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr bearbeitet werden
konnte.

An einigen Beispielen wurde gezeigt, daf die Streuung am Hohlraum bzw.
am parametrischen Resonator dazu fithren kann, dafl einlaufende und aus-
laufende Zusténde disjunkt voneinander sind.

Man konnte jetzt untersuchen, ob es Input-Zustinde @i, o gibt, die
zundchst nicht disjunkt sind, aber durch die Streuung disjunkt voneinan-
der werden. In diesem Fall findet man eine Darstellung von CCR(H), die
ein nicht-triviales Zentrum besitzt und Observable in diesem Zentrum, deren
Messung es erlaubt, die Output-Zusténde vg(p1) und vg(ps) zu unterschei-
den.

Da die Elemente des Zentrums mit allen Observablen vertauschen, ent-
spricht die Messung einer Zentrumsobservablen einer klassischen Messung,
die den Zustand des Systems nicht beeinflufit.

Die Streuung hétte also im beschriebenen Fall die quantenmechanischen
Unterschiede zwischen den Zusténden ¢, » auf den klassichen Level vergrofiert
und koénnte daher als ein Modell fiir den Mefprozefl angesehen werden. Es ist
jedoch anzunehmen, dafl zu diesem Zweck ein grofieres Teilsystem (vermutlich
mit unendlichdimensionalem Einteilchenraum) zu betrachten ist.



Anhang A
Die CCR-Algebra

Da die gebrauchlichen Definitionen der Weylrelationen, Feldoperatoren, Glau-
bervektoren usw. nur ,modulo Vorfaktor* iibereinstimmen, scheint es ange-
bracht, hier die in dieser Arbeit verwendeten Konventionen zusammenzustel-
len.

Symplektische Rdume

Ein reeller Vektorraum H wird als symplektischer Raum bezeichnet, wenn es
eine Bilinearform o auf H gibt, fir die gilt: o(f,9) = —o(g, f) Vf, g € H.
Man nennt o die symplektische Form. Die symplektische Form heif3t nicht-
entartet, falls o(f,g) = 0OVg = f = 0. Standardbeispiel fiir einen (nichtent-
arteten) symplektischen Raum ist ein komplexer Hilbertraum (H, (-,-)) mit
dem Imaginéarteil des Skalarprodukts als symplektischer Form.

Die CCR-Algebra

Die Weyloperatoren W (f) : f € H sind unitdre Operatoren, die Vf,g € H
die kanonischen Vertauschungsrelationen

W(f)W(g) = e TIW(f + g) = > VIW (9)W () (A1)

erfiilllen und fiir die gilt W(f)* = W(—f) Vf € H.

Die Algebra der kanonischen Vertauschungsrelationen (auch: CCR- oder
Weyl-Algebra) CCR(H, o) tiber dem symplektischen Raum (H, o) ist die von
den W (f) mit f € H erzeugte C*-Algebra.

Nach dem Satz von SLAWNY existiert CCR(H, o) fiir jeden symplekti-
schen Raum und ist fiir jede nichtentartete symplektische Form eindeutig bis
auf C*-Isomorphismen.

Der Raum H wird als Einteilchen- oder Testfunktionenraum bezeichnet.
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Zustinde auf der CCR-Algebra

Ein Zustand ¢ auf CCR(H) ist ein normiertes positives lineares Funktional
auf CCR(H). Die Menge der Zustinde auf CCR(H) sei mit S(CCR(H))
bezeichnet.

Ein Zustand ¢ auf der CCR-Algebra CCR(H) ist eindeutig bestimmt
durch sein charakteristisches Funktional, d.h. die Abbildung

Co: H—C froW(f)).

Ein Funktional C': 'H — C ist genau dann charakteristisches Funktional
eines Zustands auf CCR(H), wenn C(0) = 1 und die Abbildung K : H x
H > (f,g9) — O(f — g)ef9 ein positiv definiter Kern ist, d.h. falls gilt
Z?,kzl Cj@K(fk,fj) >0VfreH, e €C. (Vgl. [10], S. 18)

Ein Zustand ¢ heifit regulir, wenn die Abbildung R 3> ¢t — C,(tf) fiir
alle f € 'H stetig ist.

Er heifit analytisch, wenn R 3t — C,(tf) fir alle f € H analytisch ist.

Ein Zustand heifit quasifrei, wenn sein charakteristisches Funktional durch
Co(f) = exp(—1B(f, f) +4iL(f)) mit einer reell-linearen Abbildung L : H —
C und einer positiven symmetrischen reell-bilinearen Form B gegeben ist,
und fiir alle f, g € H gilt: o(f, 9)?> < B(f, f)B(g,9).

Der Fockzustand pp ist der Zustand mit dem charakteristischen Funk-
tional Cy,.(f) = exp(—21[/f||*). In der Fockdarstellung wird ¢p auch mit |0)
bezeichnet.

Der Teilchenzahlzustand (n), beschreibt ein System, in dem n Teilchen in
der Mode g, ||g|]| = 1 vorliegen. Dargestellt als Element des Fockraums F (H)
ist |(n)y) = g ® -+ ® g (n Faktoren). Das charakteristische Funktional von

[(n)g) ist
1 " —1)k n
Cin — o 3lIfII? (_ 2k A9
(), () = €72 kzzo g ) 19 H (A.2)
Der Glauberzustand e(g) zu einer Testfunktion g ist der reine, quasifreie
und analytische Zustand mit dem charakteristischen Funktional

Cog) : [+ e~ 3llfIP+i2im(g,f) (A.3)

In der Fockdarstellung geht der Glauberzustand e(g) aus dem Fockzustand
|0) durch Anwendung des (dargestellten) Weyloperators W (g) hervor:
le(g)) = W(g)|0).! Unter Verwendung von Gl. (A.1) folgt W(g)|e(f)) =

'RIECKERS und HONEGGER definieren Glauberzustand ein wenig anders: bei ihnen ist
le(g9)) = W(—iv/2g) |0). Daher tritt dort dann auch der Realteil des Skalarprodukts im
charakteristischen Funktional auf. Siehe Zusammenstellung zur Notation im Anhang von
[12].
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eF:9) |e(f + g)). W(g) wird in der Quantenoptik auch als Verschiebeoperator
(displacement operator) bezeichnet.
In der Teilchenzahlbasis ist e(g) durch den Vektor

le(g)) = e219" € (®7_,9)

n

gegeben (wobel ®7_,9 =g®¢g®---® g (n Faktoren)). Die Glaubervektoren
sind total in F; (H). Im Fall H = C werden die Glaubervektoren zur Test-
funktion a € C oft mit |a) bezeichnet.

Zwei Zustinde @, 1 auf CCR(H) heilen disjunkt, falls die zugehorigen
GNS-Darstellungen 7,(CCR(H)) und 7, (CCR(H)) keine dquivalenten Un-
terdarstellungen besitzen.

Sie heiflen dgquivalent (manchmal auch quasidquivalent) falls m,(CCR(H))
dquivalent zu einer Unterdarstellung von (@,7,)(CCR(H)) ist und umge-
kehrt.

Zwei quasifreie Zustande auf CCR(H) sind entweder disjunkt oder dqui-
valent. Sind ihre Bilinearformen a(z, z) = (Ax,x), f(x,z) = (Bx,x), so sind
die Zusténde genau dann dquivalent, wenn fiir die Operatoren A, B gilt:
VA —+v/B und v1— A — /1 — B sind Hilbert-Schmidt-Operatoren?.

Feldoperatoren, Erzeuger und Vernichter

(Anm.: die im Folgenden eingefiihrten Objekte konnen meist unter noch et-
was allgemeineren Voraussetzungen definiert werden; vgl. z.B. [10].)

Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und symplek-
tischer Form (-, -). Sei ¢ ein analytischer Zustand auf CCR(H). Dann ist in
der GNS-Darstellung 7, zu ¢ fiir jedes f € H der Feldoperator ®(f) definiert
als der selbstadjungierte Generator der unitéren Gruppe m,(W (tf)) auf dem
GNS-Hilbertraum H.,, d.h. ®,(f) ist gegeben durch

Do ([0 =~ (WL Y € H, (A4)

Die Feldoperatoren (und auch alle endlichen Produkte von Feldoperatoren)
sind auf einem gemeinsamen dichten Teilraum des Darstellungshilbertraums
definiert. Es gilt

[(f), ®(g9)] = —i20(f, 9).

2A € B(H) ist Hilbert-Schmidt-Operator, falls tr(AAT) < occ.
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Die Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren AT(f), A(f) sind definiert durch
(©(f) —i®(if)) (A.5)

A(f) = 5 (@(f) +i®(f)) (A.6)

Sie erfiillen auf einem dichten Definitionsbereich die Vertauschungsrelationen
[A(f), A(g)] = 0 = [AT(f), A'(g)]
[A(f), Al(g)] = o(if.g) —io(f, g).

Wihlt man nun als symplektische Form den negativen Imaginérteil des Skalar-

produkts o(-,-) := —Im(-,-) so gilt die Vertauschungsrelation in der iiblichen
Form

N =N =

[A(f), AN(9)] = ([, 9)- (A7)

Die in der Quantenoptik gebrauchlichen Observablen sind nicht die Weyl-
operatoren, sondern meist Polynome in den Erzeugern und Vernichtern. Da-
her sind folgende Lemmata niitzlich, die die Bestimmung eines Zustands
direkt durch die Erwartungswerte solcher Observablen gestatten:

Lemma A.1 (Bestimmung analytischer Zustidnde; Satz 3.1.2 aus [14])

Ein analytischer Zustand st eindeutig bestimmt durch die Erwartungswer-
te der normalgeordneten Produkte I17_, AT(fx)TI™, A(g;) von Erzeugern und
Vernichtern.

Die Erwartungswerte von Monomen in den Erzeugern und Vernichtern wer-
den auch als Korrelationsfunktionen des elektromagnetischen Feldes bezeich-
net.

Lemma A.2 (Bestimmung quasifreier Zusténde; [10], Gl. 3.8)

Ein quasifreier Zustand mait beschrdankter Bilinearform B und Linearform
L =0 st schon durch die Erwartungswerte aller Produkte von zwei Feldope-
ratoren eindeutig bestimmt. Es ist

p(®(f)2(9)) = B(f.g) —io(f.9)
und alle weiteren Korrelationsfunktionen lassen sich auf diese zurtickfiihren.

Kohdrente Zustinde (zu denen insbesondere die Glauberzusténde gehoren)
sind analytische Zusténde, die durch eine Faktorisierungseigenschaft der nor-
malgeordneten Korrelationsfunktionen definiert sind. Fiir sie gilt:

Es gibt ein lineares Funktional L : H — C, so daf}

SD(HZ:1AT(]CI<:)H?;1A(9I)) = HLM(fk)WLW-
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Fiir Glauberzusténde ist L(f) = —iv/2(g, f).? Eine griindliche Untersuchung
und Klassifikation kohédrenter Zusténde findet sich in [14].

Symplektische Abbildungen und Bogoliubov-Transformationen

Eine (komplex- oder nur reell-) lineare Abbildung 7" auf ‘H heifit symplektisch,
falls T" die symplektische Form erhélt, d.h. falls gilt

o(Tf,Tg)=0o(f,9) Vf,g,€H.

In ([13], I) werden einige niitzliche Zerlegungen symplektischer Abbildun-
gen angegeben.

Jede symplektische Abbildung auf einem Hilbertraum H 148t sich eindeu-
tig als Summe einer komplex-linearen und einer komplex-antilinearen Abbil-
dung schreiben:

T=T+T,.

AuBlerdem existiert eine , Polarzerlegung®“ der Form
T = cosh S + Jsinh S,

wobei S ein selbstadjungierter linearer Operator und J eine antilineare In-
volution ist. Seien nun P die Projektionen auf die beiden Eigenrdume von
J (zu den Eigenwerten +1), dann gilt:

T =¢eP, +e°P_.
Interessant ist vor allem folgender Satz tiber symplektische Gruppen.

Satz A.1 (Stark stetige symplektische Gruppen, Theorem 2.10 aus [13], I)

Sei T, eine stark stetige symplektische Gruppe auf H, mit exponentiell be-
schrinktem Wachstum (| T;||> < exp(BJt|))Vt € R fir ein 8 > 0), dann
existieren eindeutige Operatoren C' = C' linear und D = D' antilinear und

beschrdnkt, so daf gilt
Tt _ e(iC-‘rD)t‘

Seien umgekehrt C = CT, D = DV wie oben, dann ist T; := exp((iC'+ D)t)
fiir alle t € R eine stark stetige symplektische Gruppe und Vt € R ist ||T;||* <
exp([| D] [¢]).

3Wiren Glauberzustinde und symplektische Form wie in [13, 15, 14, 12] definiert wor-
den, so wiire Lgiauber (f) = (g, f)-
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Jede symplektische Abbildung 7" auf ‘H definiert iiber

ar(W(f)) :=W(Tf)

eindeutig einen C*-Algebra—Automorphismus ar, die zu T" gehorige Bogoliubov-
Transformation.

In einer geeigneten Darstellung von CCR(H) ergibt sich das Transforma-
tionsverhalten der Feldoperatoren, Erzeuger und Vernichter unter a als

ar(®(f)) = e(T'f),

ar(A(f)) == AL f) + ANT.f),
ar(A'(f)) == ANTf) + A(Taf).

Bogoliubov-Transformationen werden auch als quasifreie Transformationen
bezeichnet. Die Menge der quasifreien Zustédnde wird von den quasifreien
Transformationen invariant gelassen.

Lemma A.3 (vr auf quasifreien Zustanden)

Sei T eine symplektische Transformation auf H. Ein quasifreier Zustand ¢
wird von vy wieder auf einen quasifreien Zustand abgebildet. Umgekehrt ist
das Urbild eines quasifreien Zustands unter vy ebenfalls quasifrei.

Beweis: Das charakteristische Funktional eines quasifreien Zustands ¢ ist

genau von der Form
C,(f) = e 3 BUFH)HIL(S)

Dabei sind L, B reell-lineare Abbildungen mit L: H — R und positivem und
symmetrischem B: H x H — C mit der Eigenschaft (vgl. [10], Theorem 3.4)

B(f,f)B(g,9) > o(f,9)’°Yf.ge H. (%)

Der transformierte Zustand vy (¢) wird dann durch By : (f, g) — B(Tf,Tg)
und Ly : f — L(Tf) beschrieben. Da T die symplektische Form erhélt, hat
Br wie B die Eigenschaft (x) und folglich ist auch vr(¢) quasifrei. Die Um-
kehrung folgt, da vr invertierbar ist. [



Anhang B

Einteilchendynamik im
Frequenzbild

Gelegentlich ist es giinstig, die Operatoren aus Abschnitt 1.2 im Frequenz-
bild*zu betrachten, d.h. im Hilbertraum der Umgebung durch f — f(w) =
5= Jr ¢ " f(2)dx Fourierbild zu gehen. Der fouriertransformierte Hamilto-

nian ist: f < f)
Z — Wnoz > H},
H:(zl—>l{2’ fHMidf>' (B.l)

In der Markov-Néherung ist © = /5-; dann ist H auf dem dichten Teilraum

D(H) = {(;) €M fel}R)und k2 + Myf € I?(IR)}

definiert.
Die Schrédinger-Gleichung 4 % (;) =H (;) wird fiir ¢ > tg gelost durch:
t
2z = e_’\(t_to)zm — iﬁ/e"\(t_s)fto (to — s)ds
to

,y e—iw(t—to) _ e—)\(t—to)

fiw) = o iw— A “to

—iw(t—s) __ e—)\(t—s) .

t
—tw(t— Y €
+e (t tO)fto (w) + \/% / o — fto (to — 8) ds
to

'Korrekter wire die Bezeichnung als ,, Wellenzahlbild“, aber im Eindimensionalen und
mit den Einheiten ¢ = h = 1 gilt Wellenzahl = Frequenz.
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und fiir ¢t < ¢; durch:

t1
2z = ex(t’tl)z(tl) + iﬁ/e)‘(ts)ftl (t1 —s)ds

—iw(t—tl) _ )\(t—tl)
. l (& (&
fw) =i 2m iw+ X =

— ex(tfs)

\/%/ iw+ A fulty = s)ds

Der Zeitentwicklungsoperator lautet also:

+e w(t—t71) ftl

t
2 efAtZ f s l’ﬁef)\tfez\sf(_

Uso — 0

>0 . ~ e iwt_p—At ~ { e—iw(t—s) _o—A(t—s) x
2 iy 2 S Moo f 4 */77“0[ s J(=s)ds
- 0 _

2 eMz [ iyme fe_’\sf(—s) ds

Ut<0 =

iw+A

0
—iwt _ At iw(t—s /\(tfs) b
R e e e e - J = (CULE

Die Wellenoperatoren und der Streuoperator sind dann gegeben durch:

w7 - l; L v
We s (f) - QW%—i(w—w0>Z+f(w> %—i(w—wo)fXRi’ (B.4)
wo.[F e 1 v —
W (f) - _Z\/;szrf(w)—mem (B.5)
und ( s

A i(w—w 2

S‘“’mf (B.6)
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Bezeichnungen:
CCR(H) Weylalgebra iiber dem symplektischen Raum H
Fi(H) symmetrischer Fockraum {iber H
S(A) Zustandsraum iiber der Algebra A
W(f) Weyloperator zur Testfunktion f
O(f) Feldoperator zur Testfunktion f
A(f), AT(f) Vernichter/Erzeuger zur Testfunktion f
O,W, ... Zusténde auf CCR(H)
Cy, ... charakteristisches Funktional des Zustands ¢
H,K,...,N,... Hilbertriume
A,...,T,U,... lineare Operatoren auf einem Hilbertraum
Tt der zu T" adjungierte Operator
D(H) Definitionsbereich des Operators H
(R, H) Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen {iber R mit Werten in H
S(R) Raum der schnellfallenden Funktionen auf R
Sy Rechtsshift um ¢ Einheiten auf I?(R)
f(w) = \/LzTr Jr e ™" f(x)dz (Fouriertransformierte von f)
Wi, Q4 Wellenoperatoren
xi:R—R charakteristische Funktion des Intervalls I C RR.
Oy Delta-Distribution an der Stelle z € R
() komplexes Skalarprodukt, linear in der zweiten Komponente
o) symplektische Form
H Hamilton-Operator auf dem Fockraum
(;) Vektoren aus C & I3(R)
kp € C Transmissionskoeffizient des kten Spiegels aus Kapitel 1, 2
€ R |rire|?
e C in + 7y / 2
suppf Tragermenge der Funktion f
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